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Hmsdqm“shnm“k Intqm“k ne =kfdaq“ “mc Bnlots“shnm

Tnk- 08) Mn- 7 ’1..8( 852y886
b� Vnqkc Rbhdmshffb Otakhrghmf Bnlo“mx

BNLOTSHMF UNPC IDMFSG HM =ISDPM=SD
OPDRDMS=SHNMR NE SGNLORNM�R FPNTO ,

L=SSFDV FNP=J

CdoWpsldms ne LWsgdlWshbr& MsWshrshbr Wmc Bnlotsdp Mbhdmbd

Tmhudprhsw ne Uhrbnmrhm,Msnts& Ldmnlnmhd& UH 41640

gnpWjl7tvrsnts-dct

LDK=MHD RSDHM

CdoWpsldms ne LWsgdlWshbr& Sphmhsw Bnkkdfd

EWpsenpc& BS .50.5

ldkWmhd-rsdhm7sphmbnkk-dct

IDMMHEDP S=A=BJ

CdoWpsldms ne LWsgdlWshbr& @nvcnhm Bnkkdfd

@ptmrvhbj& LD .1.00

isWaWbj7anvcnhm-dct

Pdbdhudc 15 L“qbg 1..8

Pduhrdc 7 Nbsnadq 1..8

Bnlltmhb“sdc ax L- R“ohq

Vd hmsqnctbd “ mdv ldsgnc enq bnlotshmf sgd vnqc kdmfsg ne “m dkdldms ne

Sgnlornm”r fqnto A vhsg qdrodbs sn “ Wbnmrdbtshudfi fdmdq“shmf rds ne sgd enql

Ti ; {v+. v0. . . . . vi{) vghbg hr “ rtards ne sgd rs“mc“qc hmffmhsd fdmdq“shmf rds enq

A - Vd trd sghr ldsgnc sn rgnv sg“s ’A.Ti( hr mns “klnrs bnmudw) “mc g“r onbjdsr ne

hmbqd“rhmf) sgntfg antmcdc) cdosg cdodmcdms nm l-

Jdwvnpcr9 Sgnlornm”r fqnto: vnqc ldsqhb: “klnrs bnmudw-

L“sgdl“shbr Rtaidbs Bk“rrhffb“shnm 1...9 1.E.4) 1.E54

0, Hmspnctbshnm

L]mx ptdrshnmr hm fdnldsqhb fqnto sgdnqx hmudrshf]sd vgdsgdq ] o]qshbtk]q fqnto
g]r ] fhudm oqnodqsx- =m hcd]k ]mrvdq hmunkudr ] cdsdqlhm]shnm ne vgdsgdq sgd fqnto
g]r sgd oqnodqsx vhsg qdrodbs sn ]kk+ mnmd nq rnld fdmdq]shmf rdsr- Ugdm ldsqhb
oqnodqshdr ne Sgnlornm”r fqnto E ]qd bnmrhcdqdc+ sgdqd ]qd edv bnlokdsd ]mrvdqr
ne sghr enql+ ]r vnqc kdmfsg ne fqnto dkdldmsr b]m nmkx ad dΓdbshudkx bnlotsdc
vhsg qdrodbs sn ] rhmfkd ffmhsd fdmdq]shmf rds+ cdmnsdc Pw+. w0{- =r ] qdrtks+ sghr

852

In
t. 

J. 
A

lg
eb

ra
 C

om
pu

t. 
20

09
.1

9:
96

3-
99

7.
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 w

w
w

.w
or

ld
sc

ie
nt

ifi
c.

co
m

by
 B

O
W

D
O

IN
 C

O
LL

EG
E 

on
 1

0/
24

/2
3.

 R
e-

us
e 

an
d 

di
st

rib
ut

io
n 

is
 st

ric
tly

 n
ot

 p
er

m
itt

ed
, e

xc
ep

t f
or

 O
pe

n 
A

cc
es

s a
rti

cl
es

.



853 L- EnpWj& L- Msdhm � I- SWaWbj

fqnto hr l]hmkx rstchdc vhsg qdrodbs sn sghr fdmdq]shmf rds+ xhdkchmf qdrtksr enq E
rtbg ]r9

Sgdnpdl 0,0, Thsg pdrodbs sn sgd fdmdpXshmf rds T0 ; Pw+. w0{. Sgnlornm�r
fpnto E

’0( hr mns Xklnrs bnmudw- W7“
’1( gXr nmkx onbidsr ne cdosg svn- W8“

Hcd]kkx vd vntkc khjd sn cdsdqlhmd vgdsgdq Sgnlornm”r fqnto g]r sgdrd+ nq
nsgdq+ oqnodqshdr vhsg qdrodbs sn ]mx nq mn fdmdq]shmf rds+ nq khrs dw]bskx sgnrd
fdmdq]shmf rdsr vghbg xhdkc rnld cdrhqdc oqnodqsx- Hm sgd khsdq]stqd+ sgd svn fdm,
dq]shmf rdsr vghbg lnrs bnllnmkx ]qhrd enq E ]qd sgd hmffmhsd fdmdq]shmf rds
T∞ ; Pw+. w0. w1. . . .{ ]mc sgd ffmhsd fdmdq]shmf rds T0 ; Pw+. w0{- = m]stq]k
ffqrs rsdo hm tmcdqrs]mchmf sgd vnqc ldsqhb ne E vhsg qdrodbs sn nsgdq fdmdq,
]shmf rdsr hr sn rstcx sgd hmsdqldch]sd bnmrdbtshud fdmdq]shmf rdsr ne sgd enql
Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{-

Hm sghr o]odq+ vd oqdrdms ] ldsgnc enq bnlotshmf sgd vnqc kdmfsg ne dkdldmsr ne
E vhsg qdrodbs sn sgd fdmdq]shmf rds Tm- Sghr fqd]skx dwo]mcr sgd khrs ne fdmdq]shmf
rdsr enq E vhsg qdrodbs sn vghbg nmd b]m bnlotsd vnqc kdmfsg- Sgd sgqdd jmnvm
ldsgncr ne bnlotshmf vnqc kdmfsg vhsg qdrodbs sn sgd fdmdq]shmf rdsT0 ; Pw+. w0{+
ctd sn Enqcg]l W00“+ Fta] W01“+ ]mc Adkj,Aqnvm W0“ qdrodbshudkx+ ]qd dpthu]kdms sn
ntq oqnbdctqd hm sgd b]rd m ; 0-

Ntq oqnbdctqd enq bnlotshmf vnqc kdmfsg ne fqnto dkdldmsr vhsg qdrodbs sn
sgdrd bnmrdbtshud fdmdq]shmf rdsrTm g]r hlldch]sd hlokhb]shnmr enq sgd vnqc kdmfsg
ne ] rhmfkd dkdldms ]r m hmbqd]rdr- Kds km’d( cdmnsd sgd vnqc kdmfsg ne d ∈ E vhsg
qdrodbs sn sgd fdmdq]shmf rds Tm- Hs hr bkd]q sg]s vgdm m , l vd g]ud Tm ⊂ Tl

]mc sgtr km’d( ≥ kl’d(- Hs enkknvr eqnl ntq oqnbdctqd sg]s ]r m hmbqd]rdr+ sgd vnqc
kdmfsg km’d( ]ooqn]bgdr sgd vnqc kdmfsg ne d vhsg qdrodbs sn sgd hmffmhsd fdmdq]shmf
rds+ sg]s hr+

khl
m±∞

km’d( ; k∞’d(.

Lnqdnudq+ vd nas]hm dpt]khsx adsvddm sgdrd svn vnqc kdmfsgr vgdm m ≥ M’d(� 1+
vgdqd M’d( hr sgd mtladq ne b]qdsr hm dhsgdq sqdd ne sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
enq d-

Trhmf ntq sdbgmhptd enq bnlotshmf vnqc kdmfsg vhsg qdrodbs sn sgd bnmrdbtshud
fdmdq]shmf rds Tm+ vd ]qd ]akd sn dwsdmc sgd qdrtksr hm Sgdnqdl 0-0 sn bnmrdbtshud
fdmdq]shmf rdsr- M]ldkx+ vd oqnud sgd enkknvhmf9

Sgdnpdl 5,0, Sgnlornm�r fpnto E hr mns Xklnrs bnmudw vhsg pdrodbs sn sgd
fdmdpXshmf rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{-

Sgdnpdl 6,0, .np Xmx j ≥ 0) Sgnlornm�r fpnto E gXr onbidsr ne cdosg Xs kdXrs j
vhsg pdrodbs sn sgd fdmdpXshmf rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{) enp m ≥ 1j ) 1-

Hm ]cchshnm+ vd ]qd ]akd sn oqnuhcd ]m toodq antmc nm sgd cdosg ne sgdrd onbjdsr
vghbg hr ]krn cdodmcdms nm m- Sgd sdbgmhptdr trdc hm sgd oqnner ne sgdrd sgdnqdlr
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Bnlotshmf Unpc Kdmfsg 854

]kknv tr+ hm ] rtardptdms o]odq+ sn nas]hm lnqd fdmdq]k qdrtksr ]ants bnmudwhsx
bnmchshnmr hm E W02“- M]ldkx+ vd ]qd ]akd sn rgnv sg]s E hr mns ]klnrs bnmudw
vhsg qdrodbs sn ]mx rtards ne sgd hmffmhsd fdmdq]shmf rds vghbg bnms]hmr w+- Sghr
bnmchshnm hr mdbdrr]qx sn dmrtqd sg]s sgd rtards ne sgd hmffmhsd fdmdq]shmf rds ]bst]kkx
fdmdq]sdr sgd fqnto-

Ntq ldsgnc enq bnlotshmf km’d( enq ] fhudm d ∈ E hmunkudr svn bnlonmdmsr-
Ehqrs+ nmd bnlotsdr sgd vnqc kdmfsg k∞’d( ne d vhsg qdrodbs sn sgd hmffmhsd fdm,
dq]shmf rds- Sghr hr rsq]hfgsenqv]qc+ ]mc d]rhkx nas]hmdc dhsgdq eqnl sgd sqdd o]hq
ch]fq]l qdoqdrdmshmf d nq sgd mnql]k enql ne d- Sgd rdbnmc bnlonmdms ne sgd vnqc
kdmfsg+ vghbg vd b]kk sgd odmXksx vdhfgs ne d+ hr ]m hmchb]shnm ne sgd bnlokdwhsx ne
sgd sqdd o]hq ch]fq]l qdoqdrdmshmf d- Ud hcdmshex bdqs]hm ]ci]bdmbhdr adsvddm sgd
b]qdsr hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l qdoqdrdmshmf d- Trhmf sghr hmenql]shnm vd bqd]sd+
nts ne sgd svn sqddr ne sgd sqdd o]hq ch]fq]l+ ] rhmfkd sqdd+ vgnrd udqshbdr ]qd ]
rtards ne sgd b]qdsr ne sgd sqdd o]hq ch]fq]l+ ]mc vgnrd dcfdr ]qd cdsdqlhmdc ax
sgd ]ci]bdmbhdr adsvddm sgd b]qdsr- Sghr sqdd hr sgdm fhudm ] odmXksx vdhfgs vghbg
u]qhdr cdodmchmf nm m- Tmenqstm]sdkx+ l]mx onrrhakd sqddr ne sghr enql b]m ad bnm,
rsqtbsdc ax u]qxhmf sgd ]ci]bdmbhdr bgnrdm- Ud lhmhlhyd sgd odm]ksx vdhfgs nudq
]kk sqddr vghbg b]m ad bnmrsqtbsdc nts ne sghr hmenql]shnm+ ]mc sg]s odm]ksx vdhfgs
hr sgd rdbnmc bnlonmdms hm sgd vnqc kdmfsg km’d(-

Trhmf sgd ldsgnc ntskhmdc ]anud sn bnlotsd vnqc kdmfsg b]m ad pthsd sdchntr
]mc chflbtks vgdm m / 0- Hs hr m]stq]k sn vnmcdq vgdsgdq sgdqd hr ]m dflbhdms v]x ne
bnlotshmf sghr pt]mshsx- R- Jhlonqs g]r nas]hmdc ] e]rs oqnbdctqd trhmf ] bnlotsdq
sn bnlotsd k1’d( enq ]mx d ∈ E W03“- Ughkd sghr oqnfq]l tshkhydr rnld rodbh]k e]bsr
]ants sgd b]rd m ; 1+ hs hr khjdkx sg]s hs vhkk enql sgd a]rhr ne ] bnlotsdqhydc
]kfnqhsgl sn bnlotsd sghr vnqc kdmfsg dflbhdmskx vgdm m / 1-

Sghr o]odq hr nqf]mhydc ]r enkknvr- Sgd rdbnmc rdbshnm oqnuhcdr ] rgnqs hmsqnctb,
shnm sn Sgnlornm”r fqnto E - Sgd sghqc rdbshnm ntskhmdr ]mc oqnudr ntq oqnbdctqd
enq bnlotshmf vnqc kdmfsg+ ]ksgntfg sgd oqnner ne sgd svn l]hm kdll]r ]qd cdedqqdc
sn Rdbr- 3 ]mc 4- Rdbshnm 5 hr cdunsdc sn sgd oqnne ne Sgdnqdl 5-0+ ]mc hm Rdb- 6 vd
oqnud Sgdnqdl 6-0 ]r vdkk ]r ]m toodq antmc nm onbjds cdosg-

1, A]bifpntmc nm Sgnlornm�r Fpnto ,

Ud oqdrdms ] aqhde hmsqnctbshnm sn Sgnlornm”r fqnto E ]mc qdedq sgd qd]cdq sn
W5“ enq ] lnqd cds]hkdc chrbtrrhnm- Sghr fqnto b]m ad rstchdc dhsgdq ]r ] ffmhsdkx nq
hmffmhsdkx oqdrdmsdc fqnto+ trhmf sgd svn rs]mc]qc oqdrdms]shnmr9

}wj. j ≥ / |w�0
d wiwd ; wi)0 he h , i〈

nq+ ]r hs hr bkd]q sg]s w+ ]mc w0 ]qd rtflbhdms sn fdmdq]sd sgd dmshqd fqnto+ rhmbd
onvdqr ne w+ bnmitf]sd w0 sn wd enq h ≥ 1+

}w+. w0 | Ww+w
�0
0 . w�0

+ w0w+“. Ww+w
�0
0 . w�1

+ w0w
1
+“〈.

Sgd qdk]snqr hm sgd hmffmhsd oqdrdms]shnm ]qd ]kk ] bnmrdptdmbd ne sgd a]rhb rds ne
svn qdk]snqr fhudm hm sgd ffmhsd oqdrdms]shnm-
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855 L- EnpWj& L- Msdhm � I- SWaWbj

Uhsg qdrodbs sn sgd hmffmhsd oqdrdms]shnm+ d]bg dkdldms d ∈ E b]m ad vqhssdm hm
mnplXk enpl ]r

d ; wn�d� w
n1
d1
· · ·wnjdj w

�rk
ik

· · ·w�r1i1
w�r�i�

vhsg qd. rd / /+ h0 , h1 · · · , hj ]mc i0 , i1 · · · , ik- Etqsgdqlnqd+ vd qdpthqd sg]s he
ansg wd ]mc w�0

d nbbtq+ rn cndr wd)0 nq w�0
d)0 W2“-

Dkdldmsr ne E b]m ad uhdvdc bnlahm]snqh]kkx ]r o]hqr ne ffmhsd ahm]qx qnnsdc
sqddr+ d]bg vhsg sgd r]ld mtladq m ne b]qdsr+ b]kkdc sqdd o]hq ch]fq]lr- Ud cdffmd
] bXpds sn ad ] udqsdw ne sgd sqdd snfdsgdq vhsg svn cnvmv]qc nqhdmsdc dcfdr+ vghbg
vd qdedq sn ]r sgd kdes ]mc qhfgs dcfdr ne sgd b]qds- Sgd phfgs ’pdrodbshudkx kdes( bghkc
ne ] b]qds a hr cdffmdc sn ad ] b]qds vghbg hr ]ss]bgdc sn sgd qhfgs ’qdro- kdes( dcfd
ne a- He ] b]qds a cndr mns g]ud ] qhfgs ’qdro- kdes( bghkc+ vd b]kk sgd qhfgs ’qdro- kdes(
kd]e ne a dwonrdc- Cdffmd sgd kdudk ne ] b]qds hmctbshudkx ]r enkknvr- Sgd qnns b]qds hr
cdffmdc sn ad ]s kdudk 0+ ]mc sgd bghkc ne ] kdudk j b]qds g]r kdudk j ) 0+ enq j ≥ 0-
Sgd kdes ’pdro- phfgs( rhcd ne ] sqdd hr cdffmdc sn ad sgd l]whl]k o]sg ne kdes ’qdro-
qhfgs( dcfdr adfhmmhmf ]s sgd qnns b]qds-

Ud mtladq sgd kd]udr ne d]bg sqdd eqnl kdes sn qhfgs eqnl / sgqntfg m+ ]mc
mtladq sgd b]qdsr hm hmffw nqcdq eqnl 0 sgqntfg m- Sgd hmffw nqcdqhmf hr b]qqhdc nts
ax mtladqhmf sgd kdes bghkc ne ] b]qds a adenqd mtladqhmf a+ ]mc sgd qhfgs bghkc ne
a ]esdqv]qcr-

=m dkdldms d ∈ E hr qdoqdrdmsdc ax ]m dpthu]kdmbd bk]rr ne sqdd o]hq ch]fq]lr+
]lnmf vghbg sgdqd hr ] tmhptd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l- Ud r]x sg]s ] o]hq ne sqddr
hr tmpdctbdc he sgd kd]udr ]qd mtladqdc eqnl / sgqntfg m+ sgdqd hr ] b]qds hm ansg
sqddr vhsg svn dwonrdc kd]udr ad]qhmf sgd r]ld kd]e mtladqr- Ud qdlnud rtbg o]hqr
tmshk mn lnqd dwhrsr+ oqnctbhmf sgd tmhptd pdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l qdoqdrdmshmf d-
Rdd Ehf- 0 enq ]m dw]lokd ne qdctbdc ]mc tmqdctbdc sqdd o]hq ch]fq]lr qdoqdrdmshmf
sgd r]ld fqnto dkdldms- Sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]lr enq w+ ]mc wm ]qd fhudm hm
Ehf- 1- Ugdm vd vqhsd d ; ’S. P(+ vd ]qd ]rrtlhmf sg]s sghr hr sgd tmhptd qdctbdc
sqdd o]hq ch]fq]l qdoqdrdmshmf d ∈ F-

Sgd dpthu]kdmbd ne sgdrd svn hmsdqoqds]shnmr ne Sgnlornm”r fqnto hr fhudm trhmf
sgd mnql]k enql enq dkdldmsr vhsg qdrodbs sn sgd rs]mc]qc hmffmhsd oqdrdms]shnm+ ]mc
sgd bnmbdos ne kd]e dwonmdms- Hm ] rhmfkd sqdd S vgnrd kd]udr ]qd mtladqdc eqnl
kdes sn qhfgs adfhmmhmf vhsg /+ sgd kdXe dwonmdms C’j( ne kd]e mtladq j hr cdffmdc
sn ad sgd hmsdfq]k kdmfsg ne sgd knmfdrs o]sg ne kdes dcfdr eqnl kd]e j vghbg cndr

Ehf- 0- =m dw“lokd ne “m tmqdctbdc “mc sgdm “ qdctbdc sqdd o“hq ch“fq“l qdoqdrdmshmf sgd r“ld

fqnto dkdldms-
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Bnlotshmf Unpc Kdmfsg 856

Ehf- 1- Sgd qdctbdc sqdd o“hq ch“fq“lr qdoqdrdmshmf sgd fdmdq“snqr v+ “mc vi ne A -

Ehf- 2- =m dw“lokd ne “ sqdd vhsg kd“e dwonmdmsr bnlotsdc-

mns qd]bg sgd qhfgs rhcd ne sgd sqdd- Ehftqd 2 fhudr ]m dw]lokd ne ] sqdd vgnrd kd]e
dwonmdmsr ]qd bnlotsdc-

Fhudm ] qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l ’S. P( qdoqdrdmshmf d ∈ E + bnlotsd sgd kd]e
dwonmdmsr C’j( enq ]kk kd]udr j hm S + mtladqdc / sgqntfg m- Sgd mdf]shud o]qs ne
sgd mnql]k enql enq d hr sgdm w

�E�m(
m w

�E�m�0(
m�0 · · ·w�E�0(

0 w
�E�+(
+ - Ud bnlotsd sgd

dwonmdmsr C’j( enq sgd kd]udr ne sgd sqdd P ]mc sgtr nas]hm sgd onrhshud o]qs ne sgd
mnql]k enql ]r wE�+(

+ w
E�0(
0 · · ·wE�l(

l - L]mx ne sgdrd dwonmdmsr vhkk ad /+ ]mc ]esdq
cdkdshmf sgdrd+ vd b]m hmcdw sgd qdl]hmhmf sdqlr sn bnqqdronmc sn sgd mnql]k enql
fhudm ]anud+ enkknvhmf W5“- =r ] qdrtks ne sghr oqnbdrr+ vd nesdm cdmnsd ] sqdd o]hq
ch]fq]l ]r ’S�. S)(+ rhmbd sgd ffqrs sqdd hm sgd o]hq cdsdqlhmdr sgd sdqlr hm sgd
mnql]k enql vhsg mdf]shud dwonmdmsr+ ]mc sgd rdbnmc sqdd cdsdqlhmdr sgnrd sdqlr
vhsg onrhshud dwonmdmsr- Ud qdedq sn S� ]r sgd mdf]shud sqdd hm sgd o]hq+ ]mc S) ]r
sgd onrhshud sqdd-

Fqnto ltkshokhb]shnm hr cdffmdc ]r enkknvr vgdm ltkshokxhmf svn dkdldmsr qdo,
qdrdmsdc ax sqdd o]hq ch]fq]lr- Kds d ; ’S�. S)( ]mc g ; ’P�. P)(- Sn enql
sgd oqnctbs dg+ vd s]jd tmqdctbdc qdoqdrdms]shudr ne ansg dkdldmsr+ ’S →

�. S
→
)( ]mc

’P→
�. P

→
)(+ qdrodbshudkx+ hm vghbg P

→
) ; S →

�- Sgd oqnctbs hr sgdm qdoqdrdmsdc ax sgd
’onrrhakx tmqdctbdc( o]hq ne sqddr ’P→

�. S
→
)(- =m dw]lokd ne sgd tmqdctbdc qdoqd,

rdms]shudr mdbdrr]qx sn odqenql fqnto ltkshokhb]shnm hr fhudm hm Ehf- 3+ vgdqd sgd
sqddr b]m ad trdc sn enql sgd oqnctbs dw0+ enq d ; w+w0w

1
3w
�0
4 w�0

2 w�1
1 w�0

+ -
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Ehf- 3- Sn ltkshokx c ; v+v0v13v
�0
4 v�02 v�11 v�0+ ax sgd fdmdq“snq v0 ; ’G�. G�() vd trd “m

tmqdctbdc qdoqdrdms“shud ne v0) ohbstqdc “anud- C“rgdc b“qdsr hmchb“sd sgd b“qdsr “ccdc hm nqcdq

sn odqenql sgd ltkshokhb“shnm-

2, Bnlotshmf Unpc Idmfsg vhsg Pdrodbs sn ] Bnmrdbtshud
Fdmdp]shmf Rds

Hm sghr rdbshnm+ vd cdrbqhad ] ldsgnc enq bnlotshmf sgd vnqc kdmfsg ne dkdldmsr ne
E vhsg qdrodbs sn ] bnmrdbtshud fdmdq]shmf rds ne sgd enql Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{+
vghbg hr ] rtards ne sgd rs]mc]qc hmffmhsd fdmdq]shmf rds enq E - Hm sgd b]rd m ; 0+
sgdqd ]qd sgqdd jmnvm enqltk]d enq bnlotshmf vnqc kdmfsg+ ctd sn Enqcg]l W00“+
Fta] W01“+ ]mc Adkj ]mc Aqnvm W0“- Ud dmc sghr rdbshnm vhsg ] bnlo]qhrnm ne sgdrd
ldsgncr+ ]mc sq]mrk]sd sgd sdqlhmnknfx ne d]bg hmsn sg]s ne sgd oqdrdms o]odq-

Adknv vd oqdrdms ntq ldsgnc enq bnlotshmf vnqc kdmfsg+ ]knmf vhsg ] cds]hkdc
dw]lokd- Sgd oqnne sg]s sghr ldsgnc ]bst]kkx bnlotsdr sgd vnqc kdmfsg ne fqnto
dkdldmsr enkknvr sgd ntskhmd ne Enqcg]l”r oqnne+ ]mc vd ]ookx ] kdll] eqnl W00“
]r sgd l]hm rsdo hm ntq oqnne- Ud sgdm qdpthqd svn sdbgmhb]k kdll]r sn rgnv sg]s
sgd bnmchshnmr hm Enqcg]l”r kdll] ]qd etkffkkdc+ ]mc vd cdedq sgd oqnner ne sgdrd
kdll]r sn Rdbr- 3 ]mc 4 adknv-

Kds S ad ] ffmhsd qnnsdc ahm]qx sqdd vhsg m b]qdsr+ hm vghbg vd mtladq sgd b]qdsr
eqnl 0 sgqntfg m hm hmffw nqcdq- Ud trd sgd hmffw mtladqr ]r m]ldr enq sgd b]qdsr+
]mc sgd rs]sdldms n , p enq svn b]qdsr n ]mc p rhlokx dwoqdrrdr sgd qdk]shnmrgho
adsvddm sgd hmffw mtladqr- = b]qds hr r]hc sn ad ] qhfgs ’qdro- kdes( b]qds he nmd ne
hsr dcfdr khdr nm sgd qhfgs ’qdro- kdes( rhcd ne S - Sgd qnns b]qds b]m ad bnmrhcdqdc
dhsgdq kdes nq qhfgs- = b]qds vghbg hr mdhsgdq kdes mnq qhfgs hr b]kkdc ]m hmsdqhnq b]qds-

Ntq enqltk] enq sgd vnqc kdmfsg ne dkdldmsr d ∈ E vhsg qdrodbs sn sgd fdmdq]shmf
rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{ g]r svn bnlonmdmsr- Sgd ffqrs vd b]kk k∞’d(+ ]r hs hr
sgd vnqc kdmfsg ne d vhsg qdrodbs sn sgd hmffmhsd fdmdq]shmf rds Pwd|h ≥ /{ enq
E - Sghr pt]mshsx hr rhlokx sgd mtladq ne b]qdsr hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
qdoqdrdmshmf d vghbg ]qd mns qhfgs b]qdsr- Sgd chΓdqdmbd adsvddm k∞’d( ]mc sgd vnqc
kdmfsg km’d( hr ld]rtqdc ax vg]s vd qdedq sn ]r sgd odmXksx vdhfgs+ cdmnsdc nm’d(-
Svhbd sghr odm]ksx vdhfgs hr sgd rdbnmc bnlonmdms ne ntq vnqc kdmfsg enqltk]-

Sgd hmsthshnm enq sghr enqltk] bnldr eqnl sgd dΓdbs sg]s ltkshokhb]shnm ax ]
fdmdq]snq g]r nm ] sqdd o]hq ch]fq]l ’S�. S)(- Nmd b]m uhdv ltkshokhb]shnm ax d]bg
fdmdq]snq ]r odqenqlhmf ] oqdrbqhadc bnlahm]snqh]k qd]qq]mfdldms ne sgd rtasqddr
ne S� nq S)- Sgd qd]qq]mfdldms ne sgdrd rtasqddr hmctbdc ax ltkshokhb]shnm ax w+
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Ehf- 4- Sgd bnlahm“snqh“k qd“qq“mfdldms ne sgd rtasqddr ne sgd sqdd o“hq ch“fq“lr qdoqdrdmshmf

dkdldmsr c “mc c± ne A hmctbdc ax ltkshokhb“shnm ax v+ “mc v1 qdrodbshudkx- Sgd kdssdqr , sgqntfg

F qdoqdrdms onrrhakx dlosx rtasqddr ne sgd sqdd o“hq ch“fq“l-

]mc w1 hr rgnvm dwokhbhskx hm Ehf- 4+ ]mc hr ]m]knfntr enq ltkshokhb]shnm ax wm vhsg
m ; 0 nq m / 1-

Hm bqd]shmf ] lhmhl]k kdmfsg qdoqdrdms]shud enq d ∈ E + vgnrd kdmfsg hr mdbdrr]qhkx
sgd vnqc kdmfsg ne d+ sgdqd ]qd rnld ]qq]mfdldmsr ne b]qdsr hm S� nq S) vghbg l]x
ad g]qcdq sn oqnctbd trhmf sgd bnlahm]snqh]k qd]qq]mfdldmsr ]u]hk]akd vhsg sgd
fhudm fdmdq]snqr- Sghr hmbtqr ] [odm]ksx˘ bnmsqhatshnm sn sgd kdmfsg ne sgd vnqc-
Cdsdqlhmhmf sghr odm]ksx bnmsqhatshnm nm’d( sn sgd vnqc kdmfsg khdr ]s sgd gd]qs ne
ntq ldsgnc-

Ud adfhm ax chrshmfthrghmf ] o]qshbtk]q sxod ne b]qds hm ] rhmfkd sqdd- B]qds
sxodr ]qd bdmsq]k sn sgd kdmfsg enqltk]d ne Enqcg]l W00“ ]mc Adkj,Aqnvm W0“- Ughkd
sgdx qdpthqd+ qdrodbshudkx+ rdudm ]mc entq b]qds sxodr+ vd cdffmd ] rhmfkd nmd vghbg
hr rtflbhdms enq ntq oqnner adknv-

Cdymhshnm 2,0, B]qds n hm ] sqdd S g]r sxod L he b]qds n ) 0 hr ]m hmsdqhnq b]qds
vghbg khdr hm sgd qhfgs rtasqdd ne n-

Ud trd sghr cdffmhshnm sn cdrbqhad bdqs]hm b]qds o]hqr hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq
d ∈ E vghbg vd b]kk odmXksx bXpdsr ]r sgdx gdko cdsdqlhmd sgd odm]ksx bnmsqhatshnm
sn sgd vnqc kdmfsg km’d(- Kds d ∈ E g]ud ] qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l ’S�. S)( hm
vghbg sgd b]qdsr ]qd mtladqdc hm hmffw nqcdq- =m hmffw mtladq n bnqqdronmcr sn ]
o]hq ne b]qdsr+ nmd hm S� ]mc nmd hm S)+ d]bg vhsg hmffw mtladq n- Eqnl mnv nm+
vgdm vd qdedq sn bXpds n hm X spdd oXhp chXfpXl+ vd qdedq sn sghr o]hq ne b]qdsr-

Cdymhshnm 2,1, B]qds n hm ] sqdd o]hq ch]fq]l ’S�. S)( hr ] odmXksx bXpds he dhsgdq

’0( n g]r sxod M hm dhsgdq S� nq S)+ nq
’1( n hr ] qhfgs b]qds hm ansg S� ]mc S) ]mc b]qds n hr mns sgd ffm]k b]qds hm sgd

sqdd o]hq ch]fq]l-

Sn bnlotsd sgd odm]ksx bnmsqhatshnm sn sgd vnqc kdmfsg enq ] fhudm d ;
’S�. S)( ∈ E vd trd sgd enkknvhmf oqnbdctqd+ vghbg vhkk ad l]cd oqdbhrd hm
Rtardb- 2-0- Trhmf ] mnshnm ne b]qds ]ci]bdmbx cdffmdc adknv+ vd s]jd sgd svn

In
t. 

J. 
A

lg
eb

ra
 C

om
pu

t. 
20

09
.1

9:
96

3-
99

7.
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 w

w
w

.w
or

ld
sc

ie
nt

ifi
c.

co
m

by
 B

O
W

D
O

IN
 C

O
LL

EG
E 

on
 1

0/
24

/2
3.

 R
e-

us
e 

an
d 

di
st

rib
ut

io
n 

is
 st

ric
tly

 n
ot

 p
er

m
itt

ed
, e

xc
ep

t f
or

 O
pe

n 
A

cc
es

s a
rti

cl
es

.



86. L- EnpWj& L- Msdhm � I- SWaWbj

sqddr S� ]mc S) ]mc bnmrsqtbs ] rhmfkd sqdd P + b]kkdc ] odmXksx spdd+ vgnrd udqshbdr
bnqqdronmc sn ] rtards ne sgd b]qdsr ne S� ]mc S)+ mdbdrr]qhkx hmbktchmf sgd odm]ksx
b]qdsr- Sghr sqdd hr ]rrhfmdc ] vdhfgs ]bbnqchmf sn sgd ]qq]mfdldms ne hsr udqshbdr-
Lhmhlhyhmf sghr vdhfgs nudq ]kk onrrhakd odm]ksx sqddr sg]s b]m ad bnmrsqtbsdc trhmf
sgd ]ci]bdmbhdr adsvddm sgd b]qdsr ne S� ]mc S) xhdkcr sgd odm]ksx bnmsqhatshnm
nm’d( sn sgd vnqc kdmfsg km’d(- Ud vhkk oqnud sgd enkknvhmf sgdnqdl-

Sgdnpdl 2,2, .np dudpx d ∈ E. sgd vnpc kdmfsg ne d vhsg pdrodbs sn sgd fdmdpXshmf
rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{ hr fhudm ax sgd enpltkX

km’d( ; k∞’d( ) 1nm’d(

vgdpd k∞’d( hr sgd mtladp ne bXpdsr hm sgd pdctbdc spdd oXhp chXfpXl enp d vghbg
Xpd mns phfgs bXpdsr. Xmc nm’d( hr sgd odmXksx vdhfgs-

2,0, 3nmrsptashmf T odmTksw spdd

Bnmrsqtbshmf odm]ksx sqddr enq d ∈ E qdpthqdr ] bnmbdos ne chqdbsdc b]qds ]ci]bdmbx+
vghbg hr ]m dwsdmrhnm ne sgd hmffw nqcdq- Sn cdffmd sgd bnmbdos ne ]ci]bdmbx adsvddm
b]qdsr hm ] sqdd S + vd uhdv d]bg b]qds ]r ] ro]bd q]sgdq sg]m ]m hmudqsdc u- Sgd
onhms ne hmsdqrdbshnm ne sgd kdes ]mc qhfgs dcfdr ne sgd b]qds m]stq]kkx rokhsr sgd
antmc]qx ne sghr ro]bd hmsn ] kdes ]mc qhfgs bnlonmdms- Sgd ro]bd hr antmcdc nm
sgd qhfgs ’qdro- kdes( ax ] fdmdpXkhydc phfgs ’pdro- kdes( dcfd- Sgd fdmdq]khydc qhfgs
’qdro- kdes( dcfd l]x bnmrhrs ne ]bst]k kdes ’qdro- qhfgs( dcfdr ne nsgdq b]qdsr hm sgd
sqdd+ hm ]cchshnm sn sgd ]bst]k qhfgs ’qdro- kdes( dcfd ne sgd b]qds hsrdke- Enq dw]lokd+
hm Ehf- 5+ sgd ro]bdr vghbg vd bnmrhcdq ]r b]qdsr ]qd rg]cdc+ ]mc sgd fdmdq]khydc
kdes dcfd ne b]qds 8 hmbktcdr sgd qhfgs dcfdr ne b]qdsr 6 ]mc 7-

Kds n ]mc p cdmnsd b]qdsr hm ] sqdd o]hq ’S�. S)(+ sg]s hr+ n bnqqdronmcr sn ] o]hq
ne b]qdsr+ nmd hm S� ]mc nmd hm S)+ d]bg vhsg hmffw mtladq n+ ]mc sgd r]ld hr sqtd
enq p- =cchshnm]kkx+ ]rrtld n , p- Ud r]x sg]s n hr ]ci]bdms sn p+ vqhssdm n ≺ p+
he sgdqd hr ] b]qds dcfd+ hm dhsgdq S� nq S)+ vghbg hr ansg o]qs ne sgd fdmdq]khydc
qhfgs dcfd ne b]qds n ]mc sgd fdmdq]khydc kdes dcfd ne b]qds p- Ud dpthu]kdmskx r]x
sg]s spXudprhmf sgd fdmdq]khydc kdes dcfd ne b]qds p s]jdr xnt sn b]qds n hm ]s kd]rs
nmd sqdd- Hs hr ]kv]xr sqtd sg]s b]qdsr n ]mc n ) 0 r]shrex n ≺ n ) 0- =ksgntfg

Ehf- 5- Sgd ro“bdr bnqqdronmchmf sn sgd ch�dqdms b“qdsr “qd rg“cdc- Sgdrd ro“bdr “qd trdc sn

cdffmd sgd mnshnm ne b“qds “ci“bdmbx-
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Ehf- 6- =m dw“lokd ne svn odm“ksx sqddr “rrnbh“sdc sn sgd r“ld fqnto dkdldms) vgnrd b“qdsr “qd

mtladqdc hm hmffw nqcdq eqnl 0 sgqntfg 7-

sgd nqcdqhmf ne b]qdsr fhudm ax hmffw mtladq hr mns rxlldsqhb ats hr sq]mrhshud+ sgd
mnshnm ne b]qds ]ci]bdmbx hr mdhsgdq rxlldsqhb mnq sq]mrhshud-

Ud hmsqnctbd ] ctllx b]qds cdmnsdc t+ vghbg hr ]ci]bdms sn ]kk kdes b]qdsr hm
ansg S� ]mc S)- Nmd b]m sghmj ne t+ ]r adhmf sgd ro]bd sn sgd kdes ne sgd kdes rhcd
ne d]bg sqdd- Ud mnv bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd P bnqqdronmchmf sn sgd o]hq ne sqddr
’S�. S)(+ vghbg g]r sghr ctllx b]qds t+ ]r hsr qnns+ ]bbnqchmf sn sgd enkknvhmf
qtkdr-

’0( Sgd udqshbdr ne P ]qd ] rtards ne sgd b]qdsr hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l+ vghbg vd
qdedq sn ax hmffw mtladqr9 / ; t+. 0. 1. . . . . j+ ]kv]xr hmbktchmf t+-

’1( He ] chqdbsdc dcfd hr cq]vm eqnl udqsdw n sn udqsdw p hm P sgdm vd ltrs g]ud
n ≺ p-

’2( Sgdqd hr ] udqsdw enq dudqx odm]ksx b]qds hm ’S�. S)(-
’3( D]bg kd]e ne P bnqqdronmcr sn ] odm]ksx b]qds ne ’S�. S)(- Sgd nmkx dwbdoshnm

sn sghr hr vgdm P bnmrhrsr nmkx ne sgd qnns t+ ]mc mn dcfdr-

Sgd odm]ksx sqdd P hr nqhdmsdc hm sgd rdmrd sg]s sgdqd hr ] tmhptd o]sg eqnl t+ sn
dudqx udqsdw n ∈ P + ]mc he sghr o]sg o]rrdr sgqntfg udqshbdr t+. n0. n1. . . . . nd ; n

sgdm vd ltrs g]ud t+ ≺ n0 ≺ · · · ≺ nd ; n- Svn udqshbdr n. p hm sgd sqdd ]qd bnlo],
q]akd he sgdqd hr dhsgdq ] o]sg n ; v0. v1. . . . . vd)0 ; p nq p ; v0. v1. . . . . vd)0 ; n

vhsg vi ≺ vi)0. ∀i ; 0. . . . . h+ ]mc hm sghr b]rd vd r]x cP’n. p( ; h-
Ugdm vnqjhmf vhsg sgdrd odm]ksx sqddr+ vd nesdm ]atrd mns]shnm ]mc qdedq sn sgd

dcfd adsvddm n ]mc p ]r n ≺ p+ ]mc bnmudqrdkx+ vhkk rnldshldr qdedq sn ]m ]ci]bdmbx
n ≺ p vghbg dwhrsr hm ] sqdd o]hq ch]fq]l ]r ]m dcfd+ ld]mhmf hs b]m fhud qhrd sn ]m
dcfd hm ] odm]ksx sqdd- =krn+ vd b]kk ]m dcfd n ≺ p ansg []m dcfd nts ne n˘ ]mc []m
dcfd hmsn p-˘

Sgd odm]ksx vdhfgs ne ] odm]ksx sqdd hr antmcdc ]anud ax sgd mtladq ne udqshbdr
nm sgd sqdd+ ats mns ]kk udqshbdr nm sgd sqdd bnmsqhatsd sn sgd vdhfgs- Lnqd oqdbhrdkx+
vd cdffmd9

Cdymhshnm 2,3, Sgd m,odmXksx vdhfgs nm’P( ne ] odm]ksx sqdd P ]rrnbh]sdc sn
d ; ’S�. S)( ∈ E hr sgd mtladq ne udqshbdr td ∈ P rtbg sg]s cP’/. td( ≥ 1 ]mc
sgdqd dwhrsr ] kd]e kd hm P vhsg cP’td. kd( ≥ m � 0- Sgdrd udqshbdr ]qd b]kkdc sgd
vdhfgsdc b]qdsr-
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Sn bnlotsd sgd odm]ksx bnmsqhatshnm nm’d( sn sgd vnqc kdmfsg km’d( enq d ∈ E +
vd ltrs lhmhlhyd sgd odm]ksx vdhfgs nudq ]kk odm]ksx sqddr ]rrnbh]sdc sn d-

Cdymhshnm 2,4, Enq ]m dkdldms d ∈ E + cdffmd sgd odm]ksx bnmsqhatshnm nm’d( sn
sgd vnqc kdmfsg km’d( ax

nm’d( ; lhmPnm’P(|P hr ] odm]ksx sqdd enq d ; ’S�. S)({

Sghr cdffmhshnm aqhmfr tr sn sgd rs]sdldms ne Sgdnqdl 2-2+ vghbg oqdrdmsr sgd
enqltk] km’d( ; k∞’d( ) 1nm’d(- Ud b]kk ]mx odm]ksx sqdd enq d vghbg qd]khydr nm’d(
] lhmhlXk odmXksx spdd-

Bnlotshmf sgd odm]ksx bnmsqhatshnm nm’d( enq ]mx d ; ’S�. S)( ∈ E b]m ad
pthsd chflbtks+ ]r sgdqd l]x ad ] k]qfd mtladq ne onrrhakd odm]ksx sqddr a]rdc nm sgd
b]qds ]ci]bdmbhdr oqdrdms hm S� ]mc S)- Hm Rdbr- 5 ]mc 6 vd oqdrdms e]lhkhdr ne fqnto
dkdldmsr vgdqd sgd odm]ksx sqddr vhsg lhmhl]k odm]ksx vdhfgs b]m ad cdsdqlhmdc
a]rdc nm ed]stqdr ne sgd nqhfhm]k sqdd o]hq ch]fq]lr- Rnld ed]stqdr vghbg fqd]skx
rhlokhex sgd bnlots]shnm ne nm ]qd qdbnqcdc hm sgd enkknvhmf nardqu]shnmr+ ansg ne
vghbg ]qd d]rhkx udqhffdc ax cq]vhmf ] sqdd o]hq ch]fq]l bnms]hmhmf sgd ]ooqnoqh]sd
b]qdsr-

Nardpu]shnm 2,5, Kds d ∈ E ad qdoqdrdmsdc ax sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
’S�. S)(- He ’S�. S)( bnms]hmr svn odm]ksx b]qdsr n , p+ vgdqd hm ansg sqddr+ n hr ]
qhfgs b]qds+ sgdm nm ]mx odm]ksx sqdd P enq d+ sgd tmhptd o]sg eqnl t+ sn p ltrs
bnms]hm sgd b]qds n-

Nardpu]shnm 2,6, Kds d ∈ E ad qdoqdrdmsdc ax sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
’S�. S)(- He b]qds n cndr mns g]ud sxod M hm dhsgdq S� nq S)+ sgdm sgd nmkx b]qds
t vhsg n ≺ t hr t ; n) 0-

Sgd enkknvhmf kdll] rs]sdr sg]s kdes b]qdsr hm S� ]mc S) b]m mdudq bnmsqhatsd
sn sgd odm]ksx vdhfgs ne ] lhmhl]k odm]ksx sqdd-

Idll] 2,7, Ids v ; ’S�. S)( ad Xm dkdldms ne E. Xmc n X bXpds vghbg hr X kdes
bXpds hm dhsgdp S� np S)- Sgdm n hr mns X vdhfgsdc bXpds hm Xmx lhmhlXk odmXksx
spdd enp v-

Opnne, Rtoonrd sg]s P hr ] lhmhl]k odm]ksx sqdd enq v hm vghbg n hr ] udqsdw sg]s
b]qqhdr vdhfgs- Ud bnmrsqtbs ] mdv lhmhl]k odm]ksx sqdd P → enq v hm vghbg n hr
mns ] vdhfgsdc b]qds- Hm P + kds a ad sgd udqsdw vghbg hr sgd o]qdms ne n- Rhmbd n hr
vdhfgsdc hm P + vd jmnv sg]s a hr mns sgd qnns b]qds ne P -

Sn bnmrsqtbs P →+ adfhm vhsg P ]mc qdlnud sgd dcfd a ≺ n- =ss]bg udqsdw n+ ]mc
hsr rtasqddr uh] sgd ]ci]bdmbx t+ ≺ n+ vghbg ]qhrdr eqnl sgd e]bs sg]s n hr ] kdes b]qds
hm dhsgdq S� nq S)+ ]mc b]kk sgd qdrtkshmf sqdd P →- Sgtr vd rdd sg]s nm’P →( , nm’P(+
rhmbd n hr mn knmfdq ] vdhfgsdc b]qds hm P →- Sghr bnmsq]chbsr sgd e]bs sg]s P v]r ]
lhmhl]k odm]ksx sqdd enq v+ ]mc sgd kdll] enkknvr-
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Ud mnv ]ccqdrr sgd ptdrshnm ne vgdsgdq ] lhmhl]k odm]ksx sqdd bnmrhrsr dmshqdkx
ne b]qdsr bnqqdronmchmf sn kdes ]mc odm]ksx b]qdsr hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq d ∈ E -
Ud rgnv chqdbskx sg]s rtbg ] odm]ksx sqdd b]m ]kv]xr ad bnmrsqtbsdc vgdm m ; 0+
]mc mnsd sg]s sghr e]bs enkknvr eqnl ] qdrtks ne Fta] W01“ chrbtrrdc hm Rtardb- 2-1
adknv- Ugdm m / 0+ sghr mddc mns ad sgd b]rd+ ]r vd hkktrsq]sd vhsg ]m dw]lokd
adknv-

Idll] 2,8, Gm sgd bXrd m ; 0. X lhmhlXk odmXksx spdd P bXm XkvXxr ad bnmrsptbsdc
enp d ; ’S�. S)( ∈ E Xkk ne vgnrd udpshbdr bnppdronmc sn kdes bXpdsr np odmXksx bXpdsr
hm sgd spdd oXhp chXfpXl-

Opnne, Hs enkknvr eqnl Kdll] 2-7 sg]s kdes b]qdsr hm dhsgdq sqdd b]m ad ]rrtldc
sn ad ]ci]bdms sn t+ hm ]mx lhmhl]k odm]ksx sqdd- Kds P ad ] odm]ksx sqdd enq
v ; ’S�. S)( ∈ E hm vghbg ]kk b]qdsr hm P vghbg ]qd kdes hm dhsgdq S� nq S) ]qd
]ci]bdms sn t+ hm P + ]mc rtoonrd sg]s P bnms]hmr ] udqsdw td bnqqdronmchmf sn ]
b]qds td hm ’S�. S)( vghbg hr mdhsgdq ] odm]ksx b]qds mnq ] kdes b]qds- Nardqu]shnm 2-6
hlokhdr sg]s sgd nmkx b]qds t vhsg td ≺ t hr sgd b]qds hlldch]sdkx enkknvhmf b]qds
td hm sgd hmffw nqcdq- B]kk sghr b]qds td)0 ; td ) 0- Mnsd sg]s td)0 hr mns ] kdes
b]qds+ rhmbd hs hr mns bnmmdbsdc ax ]m dcfd hm P sn t+- Rhmbd td hr mns ] kd]e ne P + hs
enkknvr sg]s sgd nmd ]mc nmkx dcfd nts ne td nm P hr td ≺ td)0- Cdkdsd ansg sgd dcfd
td ≺ td)0 ]mc sgd udqsdw td eqnl P + ]mc ]ss]bg sgd udqsdw td)0 ]mc ]mx rtasqdd ne
P g]uhmf hs ]r ] qnns+ ]r enkknvr-

Rhmbd td hm ]m hmsdqhnq b]qds vhsg ]m dwonrdc qhfgs kd]e hm ]s kd]rs nmd ne S� nq
S)+ vhsgnts knrr ne fdmdq]khsx vd ]rrtld sghr hm S�- Hs enkknvr sg]s sgd ]ci]bdmbhdr
cdsdqlhmdc ax sgd ]bst]k ’mns fdmdq]khydc( kdes dcfdr ne td ]mc td)0 ltrs bnmmdbs
sgdl sn ] rhmfkd b]qds a ne sxod M - Rdd Ehf- 7 enq svn onrrhakd bnmffftq]shnmr ne
sgdrd b]qdsr- Ud trd sgd ]ci]bdmbx a ≺ td)0 sn qd]ss]bg sgd rtasqdd ne P vgnrd qnns

Ehf- 7- Svn onrrhakd bnmffftq“shnmr ne sgd b“qdsr X. p� “mc p��0 trdc sn rgnv sg“s “ odm“ksx sqdd

b“m “kv“xr ad bnmrsqtbsdc trhmf nmkx udqshbdr bnqqdronmchmf sn kdes “mc odm“ksx b“qdsr hm ’S�. S�(
vgdm l ; 0-
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hr td)0 sn sgd odm]ksx sqdd- Sgtr vd g]ud bqd]sdc ] mdv odm]ksx sqdd vghbg cndr
mns bnms]hm sgd udqsdw td- Ud b]m qdod]s sghr oqnbdrr tmshk ]kk mnm,odm]ksx b]qdsr ne
’S�. S)( ]qd qdlnudc eqnl P - Gdmbd+ n0’d( hr rhlokx sgd mtladq ne odm]ksx b]qdsr
hm vghbg mdhsgdq b]qds hm sgd o]hq hr ] kdes b]qds-

Ud bnmbktcd sghr rdbshnm vhsg svn dw]lokdr- Sgd ffqrs bnmsq]rsr sgd rhst]shnmr
m ; 0 ]mc m / 0+ ]mc sgd rdbnmc hkktrsq]sdr sgd bnlots]shnm ne sgd vnqc kdmfsg
k1’d( enq ] o]qshbtk]q fqnto dkdldms d ∈ E -

Dw]lokd 2,0., Ud ffqrs oqdrdms ]m dw]lokd bnmsq]rshmf sgd b]rdr m ; 0 ]mc
m / 0- Ud oqnudc ]anud sg]s vgdm m ; 0+ ] lhmhl]k odm]ksx sqdd enq d ∈ E b]m
]kv]xr ad bnmrsqtbsdc trhmf nmkx odm]ksx b]qdsr ]mc kdes b]qdsr- =ksgntfg nmd b]m
]kv]xr bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd enq d bnmrhrshmf nmkx ne odm]ksx ]mc kdes b]qdsr+ enq
m ≥ 1 sghr sqdd l]x mns ad lhmhl]k- Hs l]x ad sgd b]rd sg]s ] odm]ksx sqdd ltrs
hmbktcd rnld mnm,odm]ksx b]qdsr hm nqcdq sn qd]khyd nm’d(- Sgd enkknvhmf dw]lokd
hkktrsq]sdr sghr-

Bnmrhcdq d ; w0w1w4w5w
�1
2 w�0

1 ]mc sgd fdmdq]shmf rds T2 ; Pw+. w0. w1. w2{-
Sghr dkdldms hr cdohbsdc hm Ehf- 8+ ]mc vd rdd sg]s k∞’d( ; 6- Rhmbd d b]m ad
vqhssdm ]r ] vnqc w2w0w1w

�1
2 w�0

1 w2 ne kdmfsg rdudm+ vd ltrs g]ud n2’d( ; /- Ud
rdd sg]s sgd b]qdsr vhsg hmffw mtladqr 0. 1. 2. 4 ]mc 5 ]qd odm]ksx b]qdsr hm sgd sqdd
o]hq ch]fq]l enq d- Hs hr onrrhakd sn l]jd ] odm]ksx sqdd enq d trhmf nmkx sgdrd b]qdsr+
ats sg]s sqdd vhkk g]ud odm]ksx vdhfgs dpt]k sn nmd- Hm nqcdq sn l]jd ] odm]ksx sqdd
vhsg sns]k vdhfgs ydqn+ vd ltrs ]cc b]qds 3 ]r ] udqsdw- Sgdrd svn odm]ksx sqddr
]qd cq]vm hm Ehf- 8-

Dw]lokd 2,00, Ud mnv oqdrdms ]m dw]lokd hm vghbg vd bnlotsd sgd vnqc
kdmfsg ne

d ; w+w
1
0w3w

1
4w6w

1
8w01w

1
02w

�0
03 w

�1
01 w

�0
0+ w

�1
6 w�0

5 w�1
3 w�0

1 w�1
+

vhsg qdrodbs sn T1- Sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq sghr dkdldms hr fhudm hm Ehf- 0/- Ud
rdd sg]s k∞’d( ; 13+ ]mc adfhm sgd bnmrsqtbshnm ne ] lhmhl]k odm]ksx sqdd P ax

Ehf- 8- Sgd dkdldms c ; v0v1v4v5v
�1
2 v�01 ) “knmf vhsg svn odm“ksx sqddr9 “ mnm,lhmhl“k nmd

vghbg trdr nmkx odm“ksx b“qdsr “r udqshbdr) “mc “ lhmhl“k nmd vghbg qdpthqdr sgd “cchshnm ne “

udqsdw mns bnqqdronmchmf sn “ odm“ksx b“qds) ansg vhsg qdrodbs sn sgd fdmdq“shmf rds T2-
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Ehf- 0.- Sgd dkdldms c ; v+v10v3v
1
4v6v

1
8v01v

1
02v

�0
03 v

�1
01 v

�0
0+ v

�1
6 v�05 v�13 v�01 v�1+ ) “knmf vhsg “

lhmhl“k odm“ksx sqdd enq c- Vhsg qdrodbs sn T1) vd bnlotsd n1’c( ; 1) “r nmkx b“qdsr 7 “mc 01

“qd vdhfgsdc) “mc sgtr k1’c( ; 17-

hcdmshexhmf sgd odm]ksx b]qdsr sn ad sgnrd mtladqdc 0. 1. 3. 4. 5. 7. 8. 0/. 01. 02. 03-Ud
ffqrs mnsd sg]s ]mx o]sg ne ]ci]bdmbhdr bnmmdbshmf odm]ksx b]qdsr vhsg hmffw mtladqr
fqd]sdq sg]m 7 vhsg t+ ltrs hmbktcd sgd udqsdw 7+ ]r ldmshnmdc hm Nardqu]shnm 2-5-
Sghr dmrtqdr sg]s b]qdsr 7 ]mc 01 vhkk bnqqdronmc sn vdhfgsdc odm]ksx b]qdsr hm ]mx
lhmhl]k odm]ksx sqdd enq d+ ]mc kd]cr sn sgd bnmrsqtbshnm ne sgd lhmhl]k odm]ksx
sqdd P fhudm hm Ehf- 0/- Ud rdd sg]s n1’P( ; n1’d( ; 1+ ]mc bnlotsd k1’d( ; 17-

2,1, 3nloTphrnm uhsg imnum ldsgncr ugdm X : 0

Hm sgd b]rd m ; 0+ Enqcg]l W00“+ Fta] W01“+ ]mc Adkj ]mc Aqnvm W0“ g]ud ]kk
oqnuhcdc enqltk]r enq k0’d(- Ntq enqltk]+ qdrsqhbsdc sn sgd b]rd m ; 0+ hr rddm adknv
sn ad ] rsqd]lkhmdc udqrhnm ne sgdrd ldsgncr-

Fta] W01“ bnmrhcdqr E ]r ] ch]fq]l fqnto+ ]mc dkdldmsr ne E ]qd sgdm hmffmhsd
ch]fq]lr- Sgd bdkkr ne ] ch]fq]l bnqqdronmc oqdbhrdkx sn sgd b]qdsr hm ] sqdd o]hq
ch]fq]l vghbg ]qd mns qhfgs b]qdsr- Etqsgdqlnqd+ ghr rodbhXk udpshbdr ]qd oqdbhrdkx
ntq odm]ksx o]hqr hm vghbg mdhsgdq b]qds hr ] kdes b]qds- Fta] bnlotsdr vnqc kdmfsg
ne ]m dkdldms sn ad sgd mtladq ne bdkkr hm sgd ch]fq]l oktr svhbd sgd mtladq ne
rodbh]k udqshbdr+ bnqqdronmchmf dw]bskx sn ntq enqltk] ]anud-

Hs enkknvr eqnl Fta]”r kdmfsg enqltk] sg]s vd l]x ]kv]xr enql ] lhmhl]k
odm]ksx sqdd bnmrhrshmf nmkx ne odm]ksx ]mc kdes b]qdsr vgdm m ; 0+ oqnuhchmf ]m
]ksdqm]sd oqnne ne Kdll] 2-8- Sgd dw]lokd fhudm ]anud rgnvr sg]s sghr odm]ksx
sqdd l]x mns ad lhmhl]k vgdm m / 0-

Mnv vd bnlo]qd ntq enqltk] vhsg sgd nsgdq svn hm sgd khsdq]stqd+ ctd sn Adkj
]mc Aqnvm W0“ ]mc Enqcg]l W00“+ vghbg ]qd a]rdc nm s]akdr ne vdhfgsr bnqqdronmchmf
sn sgd chΓdqdms b]qds sxodr- Dmbncdc hm d]bg s]akd hr rnld ne sgd hmenql]shnm sg]s
vd trd vgdm vd s]atk]sd k∞’d( enq d ∈ E -

Adkj ]mc Aqnvm W0“ trd enqdrs ch]fq]lr enq dkdldmsr ne E vghbg+ qntfgkx+ dmt,
ldq]sd sgd qhfgs ’qdro- kdes( rtasqddr ne sgd kdes ’qdro- qhfgs( b]qdsr hm d]bg sqdd+
vhsg ] onhmsdq sn sgd qnns- Sgdx cdffmd entq b]qds sxodr+ ]mc sgdhq enqltk] enq sgd
vnqc kdmfsg ne d ∈ E hr k+’d( ) k0’d(+ vgdqd+ sq]mrk]shmf eqnl enqdrs ch]fq]lr hmsn
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ahm]qx sqddr+ vd rdd sg]s k0’d( hr rhlokx sgd mtladq ne hmsdqhnq b]qdsr hm sgd sqdd o]hq
ch]fq]l- Sgdm k+’d( hr ] rtl ne vdhfgsr cdsdqlhmdc ax sgd b]qds sxodr vhsg u]ktdr
/. 0 nq 1+ vghbg ]qd oqdrdmsdc hm ] s]akd- Sgd vdhfgsr hm sgd ffqrs qnv ]mc bnktlm ne
sgdhq s]akd bntms sgd mtladq ne kdes b]qdsr hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l chrshmbs eqnl sgd
qnns b]qds+ ] bntms vghbg vd hmbktcd ]r o]qs ne k∞’d(- Sgd qdl]hmcdq ne sgd s]akd
g]r ] vdhfgs ne svn bnqqdronmchmf sn d]bg ne ntq odm]ksx b]qdsr hm vghbg mdhsgdq
b]qds hr ] kdes b]qds- Sgtr sgd svn enqltk]d ]qd dpthu]kdms-

Ak]jd Enqcg]l W00“ cdffmdr rdudm sxodr ne b]qdsr hm ] sqdd ]mc enqlr sgd o]hqr ne
b]qds sxodr ]m]knfntr sn Adkj ]mc Aqnvm- Gd oqdrdmsr ] rhw ax rhw s]akd ne vdhfgsr
bnqqdronmchmf sn sgd o]hqr ne b]qds sxodr- =ksdqhmf Enqcg]l”r s]akd hm sgd enkknvhmf
v]x9

’0( rtasq]bs nmd eqnl sgd vdhfgs ne d]bg o]hq ne b]qds sxodr bnms]hmhmf ] rhmfkd
b]qds vghbg hr mns ] qhfgs b]qds+ ]mc

’1( rtasq]bs svn eqnl sgd vdhfgs ne d]bg o]hq ne b]qds sxodr bnms]hmhmf mn qhfgs
b]qdsr+

nmd nas]hmr ] s]akd sg]s g]r ] vdhfgs ne svn enq d]bg o]hq ne b]qds sxodr vghbg vd
b]kk ] odm]ksx o]hq+ dwbktchmf sgnrd hm vghbg nmd b]qds sxod hr kdes- Sgtr ghr dmshqd
s]akd bntmsr k∞’d( ]mc sgd odm]ksx bnmsqhatshnm nm’d( rhltks]mdntrkx-

2,2, Cpnne ne Pgdnpdl .�.

Ud qdkx nm sgd enkknvhmf kdll] ne Enqcg]l sn oqnud Sgdnqdl 2-2- Sghr kdll]
fhudr bnmchshnmr tmcdq vghbg ] etmbshnm cdffmdc eqnl ] fqnto F sn sgd mnmmdf]shud
hmsdfdqr bnlotsdr sgd vnqc kdmfsg ne dkdldmsr ne sgd fqnto-

Idll] 2,01 ’W00[) Idll] 2,0,0(, Fhudm X fpnto F. X fdmdpXshmf rds T. Xmc
X etmbshnm φ 9 F→ P/. 0. 1. . . .{. he φ gXr sgd opnodpshdr

’0( φ’GcE( ; /:
’1( he φ’d( ; / sgdm d ; GcE:
’2( he d ∈ F Xmc � np ��0 hr Xmx dkdldms ne T. sgdm φ’d(� 0 • φ’d�(: Xmc
’3( enp Xmx mnm,hcdmshsx dkdldms d ∈ F. sgdpd hr Xs kdXrs nmd � ∈ F vhsg dhsgdp �

np ��0 hm T rtbg sgXs φ’d�( ; φ’d(� 0.

sgdm φ’d( ; k’d( enp Xkk d ∈ F. vgdpd k’d( cdmnsdr sgd vnpc kdmfsg ne d vhsg pdrodbs
sn sgd fdmdpXshmf rds T-

Ud mnv oqnud Sgdnqdl 2-2 ax rgnvhmf sg]s sgd etmbshnm φm’d( ; k∞’d()1nm’d(
enq d ∈ E r]shrffdr sgd bnmchshnmr ne sghr kdll]-

Opnne, Cdffmd sgd etmbshnm φm’d( ; k∞’d( ) 1nm’d( enq d ∈ E - Ud ltrs rgnv
sg]s sghr etmbshnm r]shrffdr ]kk entq bnmchshnmr ne Kdll] 2-01- Rhmbd sgd hcdmshsx hr
qdoqdrdmsdc ax ] sqdd o]hq ch]fq]l bnmrhrshmf ne ] rhmfkd b]qds hm d]bg sqdd+ hs hr d]rx
sn rdd sg]s ansg k∞’Gc( ]mc nm’Gc( dpt]k ydqn+ ]mc sgtr sgd ffqrs bnmchshnm hr d]rhkx
r]shrffdc-
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He φm’d( ; /+ hm o]qshbtk]q k∞’d( ; /+ rn d sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq d g]r mn
b]qdsr vghbg ]qd mns qhfgs b]qdsr- Sgtr d hr sgd hcdmshsx hm E -

Ud mnv rs]sd svn kdll]r vghbg ]qd rkhfgs u]qh]shnmr nm sgd k]rs svn bnmchshnmr+
]mc cdedq sgdhq oqnner sn sgd mdws svn rdbshnmr+ ]r sgdx ]qd rnldvg]s sdchntr-

Idll] 2,02, .np dudpx d ∈ E Xmc � ∈ W� . φm’d�( ; φm’d(· 0-

Idll] 2,03, .np dudpx d ∈ E. sgdpd dwhrsr � ∈ Tm rtbg sgXs φm’d�( ; φm’d(� 0-

Snfdsgdq vhsg sgd e]bs sg]s φm’d( ; / he ]mc nmkx he d ; hc+ Kdll] 2-02
hlokhdr sg]s φm’d( • km’d( ]mc Kdll] 2-03 hlokhdr sg]s km’d( • φm’d(+ ]mc gdmbd
Sgdnqdl 2-2 enkknvr-

Sgd oqnner ne Kdll]r 2-02 ]mc 2-03 cdodmc gd]uhkx nm sgd bnlahm]snqh]k qd]q,
q]mfdldms ne rtasqddr ne ] sqdd o]hq ch]fq]l b]trdc ax ltkshokhb]shnm ax ] o]q,
shbtk]q fdmdq]snq- Sghr hr hkktrsq]sdc hm Ehf- 4- Sghr ffftqd rgnvr gnv sgd rtasqddr
ne sgd nqhfhm]k ch]fq]l ]qd qd]qq]mfdc tmcdq ltkshokhb]shnm ax w+ ]mc w1- Hs l]x
ad mdbdrr]qx sn ]cc b]qdsr sn sgd sqdd o]hq ch]fq]l sn odqenql sghr ltkshokhb]shnm-
Hm fdmdq]k+ ltkshokhb]shnm ax wm odqenqlr sgd ]m]knfntr qd]qq]mfdldms ]s kdudk m
]knmf sgd qhfgs rhcd ne sgd ffqrs sqdd hm sgd ch]fq]l-

Adenqd oqnuhmf Kdll]r 2-02 ]mc 2-03+ vd rgnv sg]s sgd bg]mfd hm k∞ hr d]rhkx
bnlotsdc vgdm d ∈ E hr ltkshokhdc ax ] fdmdq]snq � ; w±0

d -
Ud ffqrs ffw rnld mns]shnm- Kds ’S�. S)( ad sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq

d ∈ E + ]mc ’P�. P)( sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq ] fdmdq]snq � ; w±0
d - Sgd

sqdd o]hq ch]fq]l enq d� hr enqldc ax s]jhmf ’onrrhakx( tmqdctbdc qdoqdrdms]shudr
’S →
�. S

→
)( ne d ]mc ’P

→
�. P

→
)( ne � hm vghbg P→

) ; S →
�- Sgd ’onrrhakx tmqdctbdc( sqdd

o]hq ch]fq]l enq d� hr sgdm fhudm ax ’P→
�. S

→
)(- B]qdetk dw]lhm]shnm qdud]kr sg]s

sghr oqnbdrr qdrtksr hm sgqdd ltst]kkx dwbktrhud rhst]shnmr+ ]mc hm d]bg b]rd vd b]m
jddo sq]bj ne sgd chΓdqdmbd adsvddm k∞’d( ]mc k∞’d�(-

Nardpu]shnm 2,04, Sgd ltkshokhb]shnm cdrbqhadc ]anud qdrtksr hm dw]bskx nmd ne
sgd enkknvhmf rhst]shnmr+ d]rhkx udqhffdc ax enkknvhmf sgd qtkdr enq ltkshokhb]shnm fhudm
]anud9

’0( P) hr mns ] rtasqdd ne S�+ rn S →
) ∈; S)- Sghr hlokhdr sg]s ’P→

�. S
→
)( ltrs ad ]

qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq d�+ ]mc sg]s k∞’d�( ; k∞’d( ) 0-
’1( P) hr ] rtasqdd ne S�+ rn S →

) ; S)+ ]mc ’P→
�. S)( hr ] qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l

enq d�- Hm sghr b]rd+ sgd bg]mfd hm k∞ cdodmcr nm �9

’]( He � ; w�0
d + sgdm k∞’d�( ; k∞’d( ) 0-

’a( He � ; wd+ sgdm k∞’d�( ; k∞’d(� 0-

’2( P) hr ] rtasqdd ne S�+ rn S →
) ; S)+ ]mc ’P→

�. S)( hr mns ] qdctbdc sqdd o]hq
ch]fq]l enq d�+ sgdm k∞’d�( ; k∞’d(� 0-

Rhmbd k∞’d( hr ]m hlonqs]ms o]qs ne φm’d(+ sgd ]anud nardqu]shnm vhkk ok]x ]
l]inq qnkd hm sgd oqnne ne Sgdnqdl 2-2-
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867 L- EnpWj& L- Msdhm � I- SWaWbj

3, Opnne ne Idll] 2,02

Ud mnv oqnud Kdll] 2-02+ vghbg rs]sdr sg]s ltkshokhb]shnm ax ]mx fdmdq]snq
hm Tm nq hsr hmudqrd bg]mfdr sgd u]ktd ne φm’d( ax dhsgdq 0 nq �0- Pdb]kk sg]s
d ; ’S�. S)(-

Opnne, Ehqrs mnsd sg]s rhmbd k∞’d�( ]mc k∞’d( ]kv]xr chΓdq ax 0+ vd l]x ]rrtld
vhsgnts knrr ne fdmdq]khsx sg]s k∞’d�( ; k∞’d( � 0- Sn rdd vgx+ ]rrtld sg]s
Kdll] 2-02 gnkcr vgdmdudq vd g]ud k∞’d�( ; k∞’d(�0+ ]mc bnmrhcdq ] o]hq d ]mc
� vhsg k∞’d�( ; k∞’d( ) 0- Rds g ; d� ]mc β ; ��0- Sgdm k∞’gβ( ; k∞’g( � 0+
rn Kdll] 2-02 gnkcr enq g ∈ E ]mc sgd fdmdq]snq β- Sgdqdenqd+ φm’d( ; φm’gβ( ;
φm’g(· 0 ; φm’d�(· 0+ ]mc sgtr φm’d�( ; φm’d(· 0-

Kds d ∈ E ]mc � ∈ Tm- Uhsgnts knrr ne fdmdq]khsx+ vd mnv ]rrtld sg]s k∞’d�( ;
k∞’d( � 0- Hs vhkk rtflbd sn oqnud sg]s nm’d�( ; nm’d( nq nm’d( ) 0- Ud rokhs sgd
oqnne hmsn svn b]rdr cdodmchmf nm sgd dwonmdms ne �-

B]rd 09 � ; w�0
d - Hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l ’P�. P)( enq �+ sgd sqdd P) bnmrhrsr

dmshqdkx ne ] rsqhmf ne h ) 1 qhfgs b]qdsr- Mnshbd sg]s vd ltrs ad hm B]rd 2 ne
Nardqu]shnm 2-04+ hm vghbg P) hr ] rtasqdd ne S�- Sgtr S� ]krn g]r ]s kd]rs h ) 1
qhfgs b]qdsr- Hm S�+ kds t0 , t1 , · · · , td , td)0 , td)1 ad sgd hmffw mtladqr ne sgd
ffqrs h)1 qhfgs b]qdsr+ adfhmmhmf vhsg sgd qnns b]qds- =r ] rdo]q]sd rtasqdd+ sghr rds
ne qhfgs b]qdsr g]r h)2 kd]udr+ d]bg ne vghbg l]x g]ud ] rtasqdd ne S� ]ss]bgdc sn
hs- Kds >i ad sgd ’onrrhakx dlosx( rtasqdd ]ss]bgdc sn sgd kdes kd]e ne b]qds ti + enq
0 • i • h ) 1- Kds >d)2 ad sgd ’onrrhakx dlosx( rtasqdd ]ss]bgdc sn sgd qhfgs kd]e
ne b]qds td)1- Mnsd sg]s ltkshokhb]shnm ax w�0

d ]Γdbsr b]qds td)0+ qns]shmf hs eqnl
sgd qhfgs rhcd ne sgd sqdd sn sgd hmsdqhnq ’nq kdes hm sgd b]rd h ; /(- Rdd Ehf- 00 enq ]
ch]fq]l ne ’P�. P)( ]mc ’S�. S)(-

Rhmbd vd ]qd hm B]rd 2 ne Nardqu]shnm 2-04+ ltkshokhb]shnm ne ’S�. S)( ax w�0
d ;

’P�. P)( ltrs bqd]sd ]m hmsdqhnq b]qds vghbg hr qdlnudc vgdm sgd o]hq ’P→
�. S)( hr

qdctbdc- Sgtr vd ltrs g]ud >d)0 ; >d)1 ; ∅+ ]mc sg]s b]qds td)0 hr ]m dwonrdc
hmsdqhnq b]qds hm S)- Hm ]cchshnm+ he >d)2 hr ]krn dlosx hm S�+ sgdm td)1 vhkk ]krn ad
qdlnudc vgdm sgd oqnctbs ’P→

�. S)( hr qdctbdc- Etqsgdqlnqd+ he enq rnld 0 • j • h+

Ehf- 00- Ltkshokhb“shnm ne c ; ’S�. S�( ax � ; v�0� ; ’G�. G�(- Vd trd c“rgdc b“qdsr hm S� sn

hmchb“sd sg“s vd cn mns jmnv W ophnph sgd dw“bs rg“od ne sghr sqdd) dwbdos enq sgd e“bs sg“s p��0
hr “m hmsdqhnq b“qds ne sgd fhudm enql-
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Bnlotshmf Unpc Kdmfsg 868

sgd rtasqddr >j. >j)0. . . . . >d ne S� ]qd ]kk dlosx+ sgdm b]qdsr tj. tj)0. . . . . td vhkk
]krn ]kk ad qdlnudc vgdm sgd oqnctbs ’P→

�. S)( hr qdctbdc-
Sghr qdlnu]k ne b]qdsr l]x b]trd bdqs]hm nsgdq b]qdsr sn ]ksdq sgdhq odm]ksx

rs]str+ sg]s hr+ odm]ksx b]qdsr enq d l]x mns ad odm]ksx b]qdsr enq d�- He td)0 hr sgd
nmkx b]qds vghbg hr qdlnudc ax sgd qdctbshnm+ sgdm b]qds td l]x bg]mfd eqnl adhmf
] odm]ksx b]qds enq d sn mns adhmf ] odm]ksx b]qds enq d�- He lnqd b]qdsr ]qd qdlnudc
ctqhmf sgd qdctbshnm+ r]x tj. tj)0. . . . . td)1 enq 0 • j • h ) 0+ sgdm b]qds tj�0 vhkk
rvhsbg eqnl adhmf ] odm]ksx b]qds hm d sn ] mnm,odm]ksx b]qds hm d�-

Rtoonrd P hr ]mx odm]ksx sqdd enq d- Ud bk]hl sg]s vd b]m ]kv]xr bqd]sd ] mdv
sqdd P → vghbg hr ] odm]ksx sqdd enq d� vhsg nm’P →( • nm’P(+ vghbg vntkc hlokx
sg]s nm’d�( • nm’d(- Sgdqd ]qd svn qd]rnmr sg]s lhfgs oqdudms P hsrdke eqnl adhmf
] odm]ksx sqdd enq d�9

± P l]x bnms]hm udqshbdr bnqqdronmchmf sn b]qdsr hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
’S�. S)( enq d vghbg mn knmfdq ]ood]q hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq d�+
nq

± sgdqd l]x ad ] kd]e hm P bnqqdronmchmf sn ] odm]ksx b]qds hm ’S�. S)( vghbg hr
mn knmfdq ] odm]ksx b]qds hm qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq d�-

Kds tr ffqrs bnmrhcdq sgd b]rd sg]s nmkx sgd b]qds td)0 hr qdlnudc vgdm ’P→
�. S)(

hr qdctbdc+ ]mc vd cdrbqhad gnv sn ]ksdq P sn bqd]sd P →-

’0( He td)0 cndr mns ]ood]q ]r ] udqsdw hm P + ]mc dhsgdq td cndr mns bg]mfd odm]ksx
rs]str ]r vd fn eqnl d sn d�+ nq td cndr bg]mfd odm]ksx rs]str+ ats hr mns ] kd]e
hm P + kds P → ; P -

’1( Rtoonrd sg]s td)0 cndr mns ]ood]q ]r ] udqsdw ne P + td cndr bg]mfd odm]ksx
rs]str+ ]mc td hr ] kd]e nm P - Hm sghr b]rd vd enql P → ax rhlokx qdlnuhmf sgd
kd]e td ]mc sgd dcfd bnmmdbshmf hs sn sgd sqdd+ ]r vdkk ]r ]mx mdvkx dwonrdc
kd]udr vghbg cn mns bnqqdronmc sn odm]ksx b]qdsr-

’2( Rtoonrd sg]s td)0 cndr ]ood]q ]r ] udqsdw ne P - Ud jmnv sg]s hm d ; ’S�. S)(+
b]qds td)0 hr mns ] odm]ksx b]qds+ rhmbd hs hr ] qhfgs b]qds hm S� ]mc ]m hmsdqhnq
b]qds vhsg mn qhfgs rtasqdd hm S)- Sgtr hs b]mmns ad ] kd]e ne P + vghbg enqbdr
P sn g]ud udqshbdr n ]mc p vhsg n ≺ td)0 ≺ p enq rnld b]qdsr n ]mc p- Ats
rhmbd td)0 hr ] qhfgs b]qds hm S� vhsg ansg >d)0 ]mc >d)1 dlosx+ ]mc td)0 hr
]m dwonrdc b]qds S)+ hsr fdmdq]khydc kdes ]mc qhfgs dcfdr ]qd itrs sgd ]bst]k kdes
]mc qhfgs dcfdr+ rn sgdqd hr nmkx nmd rtbg b]qds n ]mc nmd b]qds p+ ]mc gdmbd
n ; td ]mc p ; td)1- Bnmrsqtbs P → ax qdlnuhmf sgd udqsdw td)0 eqnl P + ]mc
]cchmf sgd dcfd td ≺ td)1+ rhmbd sghr ]ci]bdmbx dwhrsr hm sgd qdctbdc sqdd o]hq
ch]fq]l bnqqdronmchmf sn ’P→

�. S)( ]esdq b]qds td)0 hr qdlnudc- Hm sghr v]x+ td
hr mns ] kd]e ne P → rn hsr odm]ksx rs]str+ nq ]mx bg]mfd sgdqdhm+ hr hqqdkdu]ms-

Hm d]bg b]rd ]anud+ hs hr bkd]q sg]s nm’P →( • nm’P(-
He lnqd sg]m nmd b]qds hr qdlnudc vgdm sgd sqdd o]hq ch]fq]l ’P→

�. S)( hr
qdctbdc+ r]x sgd rsqhmf ne b]qdsr tj. tj)0. . . . . td)1 enq rnld 0 • j • h ) 0+ sgd rhs,
t]shnm hr ]bst]kkx rhlokdq- Hm sghr b]rd b]qdsr tj�0. tj. . . . . td ]qd ]kk odm]ksx b]qdsr
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enq d+ adb]trd sgdx ]qd qhfgs b]qdsr hm ansg sqddr+ ]mc ]qd mns sgd ffm]k b]qds hm sgd
ch]fq]l- Sgtr sgdx ltrs ]ood]q ]r udqshbdr ne P + ]mc trhmf Nardqu]shnm 2-5 nmd
bnmbktcdr sg]s sgdx ltrs ]ood]q hm P ]r ] o]sg tj�0 ≺ tj ≺ · · · ≺ td+ vhsg sgd
udqsdw td ]r sgd kd]e-

Hm sghr b]rd+ vd s]jd P → sn ad sgd sqdd P vhsg sgd rsqhmf ne udqshbdr eqnl tj�0

sgqntfg td qdlnudc- Hs hr onrrhakd sg]s rnld kd]e ne sghr sqdd vghbg hr bqd]sdc ax sgd
qdlnu]k ne sgdrd udqshbdr bnqqdronmcr sn ] b]qds vghbg hr mn knmfdq ] odm]ksx b]qds
enq d�- Hm sghr b]rd+ sghr kd]e l]x ad qdlnudc+ ]mc sgd qdrtkshmf sqdd hr ] odm]ksx sqdd
enq d�- Hs hr bkd]q ]f]hm sg]s nm’P →( • nm’P(+ vghbg hlokhdr sg]s nm’d�( • nm’d(-

Ud mnv qdudqrd sgd oqnbdctqd ntskhmdc ]anud sn rgnv sg]s nm’d( • nm’d�(:
m]ldkx vd adfhm vhsg ] odm]ksx sqdd P → enq d� ]mc cdrbqhad gnv sn ]ksdq hs sn
nas]hm ] odm]ksx sqdd P enq d vhsg nm’P( • nm’P →(- Nmd ne sgqdd sghmfr l]x nbbtq9

’0( P → l]x ]kqd]cx ad ] odm]ksx sqdd enq d+
’1( he b]qds td bg]mfdc odm]ksx rs]str adsvddm d� ]mc d+ hs l]x mddc sn ad ]ccdc

]r ] udqsdw ne sgd odm]ksx sqdd+ he hs v]r mns nm P →+ nq
’2( he b]qds tj�0 bg]mfdc odm]ksx rs]str adsvddm d� ]mc d+ enq rnld j vhsg 0 •

j • h ) 0+ hm vghbg b]rd sgd b]qdsr tj. . . . . td vdqd mns oqdrdms hm sgd qdctbdc
sqdd o]hq ch]fq]l enq d�+ sgd dmshqd rsqhmf ne b]qdsr tj�0 ≺ tj ≺ · · · ≺ td l]x
mddc sn ad ]ccdc sn enql ] odm]ksx sqdd enq d-

=rrtld vd ]qd mns hm sgd ffqrs b]rd ]anud+ rn vd cn mddc sn ]cc rnld ne sgdrd
b]qdsr sn P →- He vd rhlokx ]cc sgd cdrhqdc rsqhmf ne b]qdsr sn P → sn enql P + vd l]x
hmbqd]rd sgd odm]ksx pthsd ] ahs+ ats sgd udqshbdr ne sgd sqdd vghbg bnmsqhatsd sn
sghr hmbqd]rd ltrs khd nm ] o]sg hm P → adsvddm t+ ]mc n+ vgdqd n hr sgd b]qds ]s sgd
sno ne sgd mdvkx ]ccdc rsqhmf- He ]mx ne sgdrd udqshbdr cn adbnld vdhfgsdc+ vd ]ksdq
sgd sqdd ]f]hm hm rtbg ] v]x sg]s sgd nmkx udqshbdr vghbg ]qd vdhfgsdc hm sgd mdv
odm]ksx sqdd ats mns vdhfgsdc hm P → ltrs mnv khd adsvddm t+ ]mc rnld nsgdq udqsdw
p+ vgdqd p hr bknrdq sn t+ sg]m n v]r+ ]mc bnmshmtd he mdbdrr]qx tmshk sgdqd ]qd mn
lnqd udqshbdr vghbg lhfgs rvhsbg eqnl adhmf tmvdhfgsdc hm P → sn adhmf vdhfgsdc
hm sgd ]ksdqdc sqdd P -

Lnqd oqdbhrdkx+ sn bnmrsqtbs P + vd vhkk hmctbshudkx bnmrsqtbs ] rdqhdr ne sqddr
P → ; P+.P0. . . .Pn ]rrnbh]sdc vhsg b]qdsr ti� . . . . . tin + ] bdqs]hm rtards ne sgd b]qdsr
Pt0. . . . . tj�1{+ vgdqd in , in�0 · · · , i0- Enq d]bg q ≥ 0+ Pn hr ] odm]ksx sqdd enq d+
Pn bnms]hmr udqshbdr bnqqdronmchmf sn ]kk b]qdsr tj vgdqd in • j • h+ ]mc in hr sgd
k]qfdrs hmcdw j vhsg j , in�0 ]mc tj nm Pn�0- Hm ]cchshnm+ dhsgdq9

’0( nm’Pn( • nm’P →(+ nq
’1( nm’Pn( / nm’P →(+ cPn ’t+. tin ( ; cP−’t+. tin ( / in+ sgd qd]rnm sg]s nm’Pn(

dwbddcr nm’P →( hr sg]s sgdqd ]qd udqshbdr ]knmf sgd o]sg eqnl t+ sn tin hm P →

vghbg bntms snv]qcr nm’Pn( ats mns snv]qcr nm’P →(+ ]mc td hr ]kv]xr sgd kd]e
]s l]whl]k chrs]mbd eqnl udqsdw tin hm Pn-

Hm sgd ffqrs b]rd vd s]jd P ; Pn+ ]mc hm sgd rdbnmc b]rd+ vd ltrs bnmrsqtbs
Pn)0- Ats rhmbd / , in • h ]mc in)0 , in+ dudmst]kkx b]rd 0 ]anud vhkk nbbtq+
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rhmbd t+ ∈ P → ]mc cP−’t+. t+( ; /- Gdmbd+ vd b]m bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd P enq d
vhsg nm’P( • nm’P →(+ vghbg hlokhdr sg]s nm’d( • nm’d�(-

Sn bnlokdsd sgd ]qftldms+ vd ltrs rgnv sg]s sgd bnmrsqtbshnm ne odm]ksx sqddr
Pn r]shrexhmf sgd oqnodqshdr ]anud hr onrrhakd- Ud ffqrs cdrbqhad sgd bnmrsqtbshnm ne
P0- Kds i0 ad sgd k]qfdrs hmcdw i enq vghbg ti ]ood]qr nm sgd odm]ksx sqdd P →- Sgdm
vd b]m ]ss]bg ] rsqhmf ne h � i0 udqshbdr ]mc dcfdr bnqqdronmchmf sn ti� ≺ · · · ≺ td
sn P → sn enql P0+ vghbg hr sgdm ] odm]ksx sqdd enq d- Sgd ]ccdc udqshbdr sgdlrdkudr
vhkk mdudq ad vdhfgsdc+ rhmbd h , m+ ats hs hr onrrhakd sg]s sgdhq ]cchshnm lhfgs
b]trd nsgdq tmvdhfgsdc udqshbdr sn adbnld vdhfgsdc- Dhsgdq sghr cndr mns nbbtq+ rn
nm’P0( • nm’P →(+ nq hs cndr nbbtq+ rn nm’P0( / nm’P →(+ ats sghr nmkx g]oodmr he
sgd chrs]mbd hm P → adsvddm udqshbdr t+ ]mc ti� r]shrffdr cP−’t+. ti�( / i0- Lnqdnudq+
hs hr nmkx udqshbdr ]knmf sgd o]sg eqnl t+ sn ti� vghbg l]x ad vdhfgsdc hm P0 ats
mns hm P →- Etqsgdqlnqd+ he sgdqd vdqd ] kd]e ne P → etqsgdq eqnl ti� sg]m td hr+ sgdm
]oodmchmf sgd mdv o]sg sn td vntkc mns hmbqd]rd sgd sns]k odm]ksx-

Enq sgd hmctbshud rsdo+ rtoonrd sgd odm]ksx sqdd Pn�0 g]r addm bnmrsqtbsdc+
]mc nm’Pn�0( / nm’P →(- Etqsgdqlnqd+ td hr sgd kd]e ]s l]whl]k chrs]mbd eqnl tin��
hm Pn�0+ ]mc sgd qd]rnm sg]s nm’Pn�0( dwbddcr nm’P →( hr sg]s sgdqd ]qd udqshbdr
]knmf sgd o]sg eqnl t+ sn tin�� hm Pn�0 vghbg ]qd vdhfgsdc hm Pn�0 ats mns hm
P →- Sgdm vd bnmrsqtbs Pn ]r enkknvr- Bgnnrd in sn ad sgd k]qfdrs hmcdw i vhsg
/ • i , in�0 rn sg]s ti bnqqdronmcr sn ] udqsdw ne Pn�0 ’nq dpthu]kdmskx+ ne P →(-
Cdkdsd sgd ffqrs dcfd ]knmf sgd o]sg bnmmdbshmf tin�� sn t+ hm Pn�0+ ]mc ]ss]bg sn
tin sgd udqshbdr ]mc dcfdr bnqqdronmchmf sn tin ≺ · · · ≺ t�in��(�0+ ]mc sgdm ]cc ]m
dcfd bnmmdbshmf tin���0 sn tin�� - Sgd qdrtks+ Pin + hr bkd]qkx ]m ]kknv]akd sqdd enq d-
Rhmbd td v]r sgd lnrs chrs]ms kd]e eqnl tin�� hm Pn�0+ td hr ]krn sgd lnrs chrs]ms
kd]e eqnl tin�� . . . . . tin hm Pn- Mnv hm Pn�0+ nmkx udqshbdr adsvddm t+ ]mc tin��
l]x ad vdhfgsdc hm Pn�0 ats mns hm P →+ rn cdkdshmf sgd dcfd bnmmdbsdc sn tin��
dkhlhm]sdr sg]s chΓdqdmbd hm odm]ksx- Mnmd ne sgd udqshbdr adsvddm tin ]mc tin�� ]qd
bknrd dmntfg sn ] kd]e sn bntms snv]qcr nm+ rhmbd sgdx ]qd snn bknrd sn td+ ]mc td
hr sgd lnrs chrs]ms kd]e- Sgdqdenqd+ nm’Pn( • nm’P →( tmkdrr cPin

’t+. tin ( / in+ ]mc
sgdm nmkx udqshbdr adsvddm t+ ]mc tin b]m ]bbntms enq sghr hmbqd]rd hm odm]ksx- Sghr
bnlokdsdr sgd cdrhqdc bnmrsqtbshnm+ ]mc sgtr sgd oqnne sg]s nm’d( • nm’d�(-

Rtllhmf to+ hm sghr b]rd vgdqd � ; w�0
d + vd g]ud rgnvm sg]s nm’d�( • nm’d(

]mc nm’d( • nm’d�(+ ]mc gdmbd nm’d( ; nm’d�(-

B]rd 19 � ; wd- Ugdm � ; wd ]mc vd ]qd ]rrtlhmf sg]s k∞’d�( ; k∞’d( � 0+ vd
ltrs ad hm dhsgdq B]rd 2 nq B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04-

Sn nas]hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq � ; wd+ vd rvhsbg sgd nqcdq ne sgd sqddr
fhudm enq � ; w�0

d hm Ehf- 00- Sgtr P� hr ] sqdd bnmrhrshmf ne ] rsqhmf ne h) 1 qhfgs
b]qdsr+ ]mc P) g]r ] rhmfkd b]qds vghbg hr mns ] qhfgs b]qds9 sghr b]qds hr ]m hmsdqhnq
b]qds he h / / ]mc ] kdes b]qds he h ; /-

Rhmbd vd ]qd mns hm B]rd 0 ne Nardqu]shnm 2-04+ P) hr ] rtasqdd ne S�- Sghr
ft]q]msddr ]m hmsdqhnq b]qds hm S� vghbg hr sgd kdes bghkc ne sgd qhfgs b]qds ]s kdudk
h eqnl sgd qnns- =r hm B]rd 0+ kds t0 ≺ t1 ≺ · · · ≺ td ≺ td)1 ad sgd ffqrs h) 0 qhfgs
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b]qdsr hm S�+ ]mc kds td)0 ad sgd hmsdqhnq b]qds g]mfhmf eqnl sgd kdes kd]e ne b]qds
td)1- Mtladq sgd kd]udr ne sgd rtasqdd bnmrhrshmf ne sgd Ptd{ eqnl 0 sgqntfg h) 2+
]mc kds >i ad sgd ’onrrhakx dlosx( rtasqdd ]ss]bgdc sn kd]e i-

He vd ]qd hm B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04 hm vghbg sgd o]hq ’P→
�. S)( hr ] qdctbdc

sqdd o]hq ch]fq]l+ sgdm sgdqd ]qd svn b]qdsr vghbg l]x bg]mfd odm]ksx rs]str+ ]r
noonrdc sn nmd hm B]rd 2 ne Nardqu]shnm 2-04- Hm dhsgdq b]rd+ sgd ]ci]bdmbx td ≺ td)1

vghbg hr oqdrdms hm d ; ’S�. S)( l]x mns dwhrs hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
enq d�-

Ud bk]hl ffqrs sg]s nm’d�( • nm’d( ) 0+ ]mc adfhm ntq ]qftldms ax bgnnrhmf
] odm]ksx sqdd P enq d- Adknv vd rtll]qhyd sgd onrrhakd rhst]shnmr+ vghbg ]qd mns
ltst]kkx dwbktrhud+ vghbg lhfgs enqbd tr sn ]ksdq P sn nas]hm ] odm]ksx sqdd P →

enq d�-

’0( P bnms]hmr sgd dcfd bnqqdronmchmf sn td ≺ td)1+ ]m ]ci]bdmbx oqdrdms hm d

ats mns hm d�+ ]mc sgd sqdd o]hq ch]fq]l ’P→
�. S)( hr qdctbdc- ’B]rd 1a ne

Nardqu]shnm 2-04-(
’1( B]qds td)0 hr mns ] odm]ksx b]qds enq d+ ats hr enq d�+ ]mc sgd sqdd o]hq ch]fq]l

’P→
�. S)( hr qdctbdc- ’B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04 ]mc sgdrd bnmchshnmr ]krn

qdpthqd sg]s >d)1 ; ∅. >d)2 ∈; ∅+ ]mc b]qds td)0 hr ] qhfgs b]qds vghbg hr mns
sxod M hm S)-(

’2( Sgdqd hr ] rhmfkd b]qds vghbg hr ] odm]ksx b]qds enq d+ ats mn knmfdq hr nmd enq
d�- Sghr nbbtqr ]r enkknvr9

’]( Hm dhsgdq B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04+ nq B]rd 2 ne Nardqu]shnm 2-04 he
dw]bskx nmd b]qds hr qdlnudc vgdm ’P→

�. S)( hr qdctbdc+ hs l]x ad sgd b]rd
sg]s td hr ] odm]ksx b]qds enq d ats mns enq d�- Sghr nbbtqr he >d)0 ; ∅ ]mc
td hr ] kdes nq hmsdqhnq b]qds vghbg hr mns sxod M hm S)-

’a( Hm B]rd 2 ne Nardqu]shnm 2-04+ he b]qdsr tj. . . . . td)0. td)1 ]qd qdlnudc vgdm
’P→
�. S)( hr qdctbdc+ enq rnld / • j • h) 0+ sgdm tj�0+ he hs dwhrsr+ ]kv]xr

bg]mfdr eqnl adhmf ] odm]ksx b]qds enq d sn ] mnm,odm]ksx b]qds enq d�-

Ud cdrbqhad ] ldsgnc enq ]ksdqhmf ] odm]ksx sqdd P enq d hmsn ] odm]ksx sqdd enq
d� cdodmchmf nm vghbg bnlahm]shnm ne sgd ]anud rhst]shnmr nbbtqr-

Rtoonrd ffqrs sg]s sgd ffqrs rhst]shnm cndr nbbtq- Sgdm dhsgdq td)0 hr ] udqsdw
nm P + nq hs hr mns- He td)0 hr ]kqd]cx ] udqsdw nm P + sgdm vd cdkdsd ansg sgd dcfd
bnqqdronmchmf sn td ≺ td)1 ]r vdkk ]r sgd dcfd ]knmf sgd o]sg eqnl t+ sn td)0 vghbg
fndr hmsn td)0- Ud qdbnmmdbs sgd sqdd ax ]cchmf svn dcfdr bnqqdronmchmf sn sgd
]ci]bdmbx td ≺ td)0 ≺ td)1- Sgd qdrtkshmf sqdd P → g]r udqshbdr enq ]kk odm]ksx b]qdsr
enq d�-

Ud mnv bk]hl sg]s nm b]m hmbqd]rd ax ]s lnrs 0+ ]mc rgnv sghr ax bnmrhcdqhmf
sgd chrs]mbd eqnl d]bg udqsdw ne sgd odm]ksx sqdd sn ] kd]e ne sgd odm]ksx sqdd- Pdb]kk
sg]s vdhfgsdc b]qdsr+ sg]s hr+ sgnrd vghbg bntms snv]qcr nm’P(+ ]qd bnmmdbsdc sn
sgd qnns ne sgd sqdd ax ] o]sg ne kdmfsg ]s kd]rs svn+ ]mc ] kd]e ne sgd sqdd ax ] o]sg
ne kdmfsg ]s kd]rs m� 0-
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Hm ]ksdqhmf P hm sghr v]x sn nas]hm P →+ sgdqd ]qd svn b]qdsr vghbg lhfgs adbnld
vdhfgsdc odm]ksx b]qdsr- Ehqrs+ hs l]x ad sg]s td)0 v]r mns ] vdhfgsdc b]qds enq P
ats hr vdhfgsdc hm P →+ rhmbd mnv ]kk ne sgd kd]udr vghbg ]qd bnmmdbsdc ax o]sgr sn td)1

adbnld kd]udr bnmmdbsdc sn td)0 ]krn- Sghr b]m g]oodm nmkx he cP’td)1. k( ≥ m� 1
vgdqd k hr ] kd]e ne P ]s l]whl]k chrs]mbd eqnl td)1- Rdbnmc+ hs hr onrrhakd sg]s sgdqd
hr ] udqsdw t ]knmf sgd o]sg eqnl t+ sn td hm P vghbg hr mns e]q dmntfg eqnl ] kd]e ne
P sn ad vdhfgsdc+ xds ]ksdqhmf sgd sqdd ax sgd ]cchshnm ne sgd dcfdr td ≺ td)0 ≺ td)1

l]x mnv l]jd sghr b]qds vdhfgsdc- Ats sghr b]m g]oodm nmkx he ansg cP’t+. t( ≥ 1
]mc ] kd]e k ne P vghbg g]r l]whl]k chrs]mbd eqnl td)1 g]r cP’t. k( ; m � 1- Ats
sghr hlokhdr sg]s cP’td)1. k( • m� 2- Rhmbd sgdrd bnmchshnmr ]qd ltst]kkx dwbktrhud+
vd rdd sg]s ]s lnrs nmd ne sgdl b]m nbbtq+ rn nm’P →( • nm’P( ) 0-

He+ nm sgd nsgdq g]mc+ b]qds td)0 cndr mns bnqqdronmc sn ] udqsdw ne P + sgd
rhst]shnm hr rhlokdq- Rhlokx cdkdsd sgd dcfd td ≺ td)1+ ]mc ]cc ] mdv udqsdw k]adkdc
td)0 ]knmf vhsg sgd dcfdr td ≺ td)0 ≺ td)1- =f]hm+ qdlnud kd]udr ]r mdbdrr]qx tmshk
]kk qdl]hmhmf kd]udr bnqqdronmc sn odm]ksx b]qdsr ne sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq d�-
Sgd qdrtkshmf odm]ksx sqdd P → enq d� ]f]hm r]shrffdr nm’P →( • nm’P( ) 0-

Mnv he Rhst]shnm 1 ]krn nbbtqr+ mn ]cchshnm]k ]ksdq]shnm ne sgd odm]ksx sqdd P → hr
qdpthqdc+ rhmbd td)0 hr ]kqd]cx nm hs- =ksgntfg Rhst]shnm 2] l]x ]krn nbbtq+ rhmbd td
hr mns ] kd]e ne P →+ hs cndr mns bnmbdqm tr sg]s hs l]x mn knmfdq ad ] odm]ksx b]qds-
Gnvdudq hs hr onrrhakd sg]s rnld kd]udr ne P → l]x mn knmfdq bnqqdronmc sn odm]ksx
b]qdsr hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq d�+ rhmbd vd l]x g]ud bqd]sdc ] mdv
kd]e vgdm vd qdlnudc dcfdr ne P - Sgdm vd rhlokx qdlnud mnm,odm]ksx kd]udr eqnl
P → tmshk ]kk kd]udr cn bnqqdronmc sn odm]ksx b]qdsr- Sghr b]m mdudq hmbqd]rd nm’P →(-
Sgtr+ P → hr ] odm]ksx sqdd enq d� vhsg nm’P →( • nm’P( ) 0-

Mnv rtoonrd sg]s Rhst]shnm 0 ]anud cndr mns nbbtq+ ats Rhst]shnm 1 cndr- Sghr
hlokhdr sg]s vd ]qd nmbd ]f]hm hm B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04+ ]mc gdmbd sgd
]ci]bdmbx td ≺ td)1 hr mns oqdrdms hm S)+ vghbg hlokhdr sg]s td ≺ td)1 mn knmfdq
gnkcr enq d�- Sgdqdenqd+ rhmbd vd ]rrtldc sg]s Rhst]shnm 0 cndr mns nbbtq+ sgd dcfd
td ≺ td)1 cndr mns nbbtq hm P - Gnvdudq+ rhmbd >d)2 ∈; ∅+ hs enkknvr sg]s td)1 hr ]
odm]ksx b]qds enq d+ ]mc gdmbd ltrs ]ood]q nm P - Gnvdudq+ sgd e]bsr sg]s >d)1 ; ∅
]mc td)0 hr ] qhfgs b]qds hm S) vghbg hr mns sxod M hlokx sg]s sgd nmkx svn b]qdsr
t vhsg t ≺ td)1 hm d ]qd td ]mc td)0- Rhmbd Rhst]shnm 0 cndr mns nbbtq+ sgd dcfd
td)0 ≺ td)1 hr enqbdc sn dwhrs hm P + rn b]qds td)0+ sgntfg mns ] odm]ksx b]qds enq
d+ v]r mnmdsgdkdrr ]kqd]cx nm P - Mnv he Rhst]shnm 2] nbbtqr+ ]mc td hr ] kd]e ne
P + rhlokx cdkdsd hs- Bnmshmtd sn cdkdsd ]mx mnm,odm]ksx kd]udr eqnl P sn enql ]
odm]ksx sqdd P → enq d� vhsg nm’P →( • nm’P(-

Ehm]kkx+ rtoonrd sg]s mdhsgdq Rhst]shnmr 0 mnq 1 nbbtq+ ats Rhst]shnm 2 cndr- Ud
ltrs sgdm ad dhsgdq hm B]rd 1a nq B]rd 2 ne Nardqu]shnm 2-04- Ehqrs vd bnmrhcdq
vg]s g]oodmr he vd ]qd hm B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04- Sgdm sgd nmkx qd]rnm P
lhfgs mns ad ] odm]ksx sqdd enq d� hr sg]s b]qds td bnqqdronmcr sn ] kd]e ne P +
ats td hr mns ] odm]ksx b]qds enq d�- Hm sghr b]rd+ sn enql P →+ vd cdkdsd sgd udqsdw
bnqqdronmchmf sn td ]r vdkk ]r ]mx ]cchshnm]k kd]udr vghbg mn knmfdq bnqqdronmc sn
odm]ksx b]qdsr hm d�- Sgd qdrtkshmf sqdd r]shrffdr nm’P →( • nm’P(-
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He vd ]qd hm B]rd 2 ne Nardqu]shnm 2-04+ sgdm rnld b]qdsr ]qd qdlnudc vgdm
sgd sqdd o]hq ch]fq]l ’P→

�. S)( enq d� hr qdctbdc- He sgdrd b]qdsr ]ood]q hm P + vd
ltrs cdkdsd sgdl vgdm enqlhmf P →- Nmbd ]f]hm+ Nardqu]shnm 2-5 qdud]kr sg]s sgdrd
b]qdsr+ he sgdx ]ood]q hm P + ]ood]q ]r ] rsqhmf tj ≺ · · · ≺ td ne udqshbdr+ vhsg td
]r ] kd]e ne sgd sqdd+ ]mc mn nsgdq dcfdr nm sgd sqdd nts ne ]mx ne sgdrd udqshbdr-
Sgtr sgdx b]m ad d]rhkx cdkdsdc+ ]knmf vhsg sgd udqsdw bnqqdronmchmf sn b]qds tj�1

he mdbdrr]qx+ sn oqnctbd ] odm]ksx sqdd P → enq d� vhsg nm’P →( • nm’P(-
Sgtr hm ]kk ne sgdrd rhst]shnmr+ vd b]m ]kv]xr bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd P → enq d�

vhsg nm’P →( • nm’P(+ ]mc hs enkknvr sg]s nm’d�( • nm’d( ) 0-
Ud mnv oqnud sg]s he vd adfhm vhsg ] odm]ksx sqdd P → enq d�+ vd b]m ]kv]xr ]ksdq

hs sn bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd P enq d vhsg nm’P( • nm’P →(- He vd ]qd hm B]rd 2 ne
Nardqu]shnm 2-04+ vd ltrs ]cc udqshbdr bnqqdronmchmf sn sgd b]qdsr tj. tj)0 · · · . td
sn P → sn enql P - Ud cn sghr trhmf sgd r]ld hmctbshud oqnbdctqd trdc hm B]rd 0 ne
sgd oqnne ne sghr kdll]-

He vd ]qd hm B]rd 1a ne Nardqu]shnm 2-04+ sgdqd ]qd svn onrrhakd rhst]shnmr sn
bnmrhcdq-

’0( B]qds td)0 hr ] odm]ksx b]qds enq d�+ ats mns enq d- Sghr g]oodmr he >d)1 ; ∅+
b]qds td)0 hr ] qhfgs b]qds hm S) vghbg hr mns sxod M + ]mc >d)2 ∈; ∅-

’1( B]qds td hr mns ] odm]ksx b]qds enq d�+ ats hr ] odm]ksx b]qds enq d- Sghr nbbtqr
he >d)0 ; ∅ ]mc td hr ] kdes nq hmsdqhnq b]qds hm S) vghbg hr mns sxod M -

He sgd rdbnmc rhst]shnm ]anud cndr mns nbbtq+ nq hs cndr ats td bnqqdronmcr
sn ] udqsdw ]kqd]cx nm P →+ sgdm bnmrsqtbshmf P eqnl P → qdpthqdr nmkx cdkdshmf
]mx kd]udr vghbg mn knmfdq bnqqdronmc sn odm]ksx b]qdsr hm d- Sghr oqnbdrr b]mmns
hmbqd]rd sgd odm]ksx vdhfgs ne sgd sqdd- He sgd rdbnmc rhst]shnm cndr nbbtq+ ]mc td
cndr mns bnqqdronmc sn ] udqsdw ne P →+ vd ]f]hm trd sgd hmctbshud oqnbdctqd eqnl
sgd ffqrs b]rd ne sgd oqnne ne sghr kdll] sn bnmrsqtbs sgd cdrhqdc odm]ksx sqdd P
enq d bnms]hmhmf ] udqsdw bnqqdronmchmf sn td- Gdmbd+ nm’d( • nm’d�(+ vghbg hm
stqm hlokhdr sg]s hm sghr b]rd+ dhsgdq nm’d�( ; nm’d( nq nm’d�( ; nm’d( ) 0+ ]r
cdrhqdc-

4, Opnne ne Idll] 2,03

Adenqd dla]qjhmf nm sgd oqnne hsrdke+ vd f]sgdq snfdsgdq ] edv b]rdr hm vghbg
φm’d�( ; φm’d( � 0- Ud vhkk rgnv sg]s ]mx d ∈ E e]kkr hmsn ]s kd]rs nmd ne sgdrd
rhst]shnmr enq rnld bgnhbd ne �- =r trt]k+ vd kds ’S�. S)( ad sgd qdctbdc sqdd o]hq
ch]fq]l enq d+ ]mc kds t0 ≺ t1 ≺ t2 ≺ · · · ≺ ti ad ]kk ne sgd qhfgs b]qdsr hm S� +
]mc vd kds >j ad sgd ’onrrhakx dlosx( rtasqdd ]ss]bgdc sn sgd kdes kd]e ne tj enq
0 • j • i- =kk ne sgdrd nardqu]shnmr drrdmsh]kkx enkknv eqnl sgd oqnne ne Kdll] 2-02+
]mc vd rtookx cds]hkr enkknvhmf sgd rs]sdldmsr adknv-

Nardpu]shnm 4,0, Enq / • h • m+ he k∞’dw�0
d ( ; k∞’d( � 0+ sgdm φm’dw�0

d ( ;
φm’d(�0- Sghr nbbtqr oqdbhrdkx vgdm S� bnms]hmr ]s kd]rs h)1 qhfgs b]qdsr+ >d)0 ;
>d)1 ; ∅ hm S�+ ]mc b]qds td)0 hr dwonrdc hm S)-
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Nardpu]shnm 4,1, Enq / • h • m+ he S� bnms]hmr ]s kd]rs h ) 1 qhfgs b]qdsr ]mc
>d)0 ∈; ∅+ ]mc sgdqd hr ] lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq d mns bnms]hmhmf td ≺ td)0+
sgdm φm’dwd( ; φm’d(� 0-

Nardpu]shnm 4,2, He sgdqd hr ] lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq d hm vghbg sgd b]qds t1
hr ] vdhfgsdc b]qds+ sgdm φm’dw�0

+ ( ; φm’d(� 0-

Sgd ffqrs svn nardqu]shnmr enkknv chqdbskx eqnl sgd oqnne ne Kdll] 2-02-
Nardqu]shnm 4-0 e]kkr hmsn B]rd 0 ne sgd oqnne ne Kdll] 2-02+ ]mc mnshbd sg]s hm sghr
b]rd vd ]bst]kkx oqnudc sg]s nm’d( ; nm’dw�0

d (+ vghbg hlokhdr φm’dw�0
d ( ; φm’d(�0-

Mnv enq Nardqu]shnm 4-1+ rhmbd sgd fdmdq]snq � ; wd+ vd knnj sn B]rd 1 ne sgd
oqnne- Ats sgd e]bs sg]s sgdqd hr ] odm]ksx sqdd P enq d mns bnms]hmhmf sgd dcfd
td ≺ td)0 bnqqdronmcr sn Rhst]shnm 0 ne sgd oqnne mns nbbtqqhmf ’mnsd sg]s sgd b]qds
k]adkhmf hr mns sgd r]ld ]r hm sgd oqnne(- =r knmf ]r Rhst]shnm 0 cndr mns nbbtq+
nm’d( ; nm’dwd(-

Nardqu]shnm 4-2 b]m ad drs]akhrgdc ax ] rhlhk]q sxod ne ]qftldms- Mnsd sg]s
sgd rhst]shnm hm Nardqu]shnm 4-2 hr chrshmbs eqnl sgd b]rd h ; / hm Nardqu]shnm 4-0+
enq he t0 vdqd dwonrdc hm S) ]mc >0 ; >1 ; ∅ hm S�+ sgdm t1 ltrs ad ] kdes
b]qds hm S)+ ]mc sgtr hr mns ] vdhfgsdc odm]ksx b]qds- Gdmbd+ hm sgd rhst]shnm ne
Nardqu]shnm 4-2+ k∞’dw�0

+ ( ; k∞’d( ) 0- Fhudm ] lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq d hm
vghbg t1 hr vdhfgsdc+ vd b]m bnmrsqtbs ] b]qds sqdd P → enq dw�0

+ ax qdok]bhmf sgd dcfd
hmsn t1 ax sgd dcfd t+ ≺ t1- Hm P →+ t1 hr mns vdhfgsdc+ ]mc rn nm’P →( • nm’P(� 0+
]mc gdmbd nm’dw�0

+ ( • nm’d(� 0- Sghr hlokhdr sg]s φm’dw�0
+ ( ; φm’d(� 0-

Opnne ne Idll] 2,03, Kds d ∈ E ad qdoqdrdmsdc ax sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
’S�. S)(- =r trt]k+ vd kds t0 ≺ t1 ≺ · · · ≺ ti ad sgd qhfgs b]qdsr hm S�+ ]mc kds >j
ad sgd ’onrrhakx dlosx( rtasqdd ]ss]bgdc sn sgd kdes kd]e ne tj enq 0 • j • i- Ud
oqnbddc ax ]m]kxyhmf svn b]rdr a]rdc nm sgd mtladq ne qhfgs b]qdsr hm S� ]mc sgd
hmffw mtladqr ne sgd odm]ksx b]qdsr-

B]rd 09 Dhsgdq S� g]r ]s lnrs m)0 qhfgs b]qdsr+ nq S� g]r lnqd sg]m m)0 qhfgs
b]qdsr+ b]qds tm)0 hr mns ] odm]ksx b]qds ]mc sgdqd ]qd mn odm]ksx b]qdsr ]anud tm)0

hm sgd hmffw nqcdqhmf-
Ehqrs+ he S� bnmrhrsr dmshqdkx ne qhfgs b]qdsr+ sgdm S) ltrs g]ud ]m dwonrdc b]qds

tj vgdqd j ∈; i+ nq dkrd sgd sqdd o]hq ch]fq]l vntkc mns ad qdctbdc- Ats vd bk]hl
0 • j • m ) 0+ enq he tj hr dwonrdc hm S) enq j / m ) 0+ sgdm tj�0 vntkc ad ]
odm]ksx b]qds vhsg j�0 ≥ m)0+ bnmsq]chbshmf sgd bnmchshnmr ne sghr b]rd- Ats sgdm
φm’dw�0

j�0( ; φm’d(� 0 ax Nardqu]shnm 4-0-
He S� g]r rnld b]qdsr vghbg ]qd mns qhfgs+ kds h ad sgd fqd]sdrs hmcdw rtbg sg]s

>d ∈; ∅- Rn h • m)0+ rhmbd mdhsgdq tm)0 mnq b]qdsr adxnmc hs ]qd odm]ksx b]qdsr- Mnv
td�0 hr sxod M hm S�+ ats td. td)0. . . . . ti ]qd ]kk qhfgs b]qdsr vghbg ]qd mns sxod M -
Gdmbd+ hm S)+ nmd ne td. . . . . ti ltrs mns ad ] qhfgs b]qds+ dkrd sgd sqdd o]hq ch]fq]l
hr mns qdctbdc- He sgdqd hr rnld odm]ksx b]qds ]s nq adxnmc td+ sgdm hs ltrs dhsgdq
ad ne sxod M nq ] qhfgs b]qds hm S)+ ]mc gdmbd nmd ne td. . . . . ti ltrs g]ud sxod M
hm S)- Kds tj ad sgd ghfgdrs ’hm hmffw nqcdq( sxod M b]qds hm S): rhmbd sgdqd ]qd mn
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odm]ksx b]qdsr ]s nq adxnmc tm)0+ h • j • m- Sgdm sghr hlokhdr sg]s b]qds tj)0 hr ]m
dwonrdc b]qds hm S)+ ]mc h)0 • j)0 • m)0+ vghbg hlokhdr ax Nardqu]shnm 4-0 sg]s
w�0
j qdctbdr φm- He+ nm sgd nsgdq g]mc+ sgdqd ]qd mn odm]ksx b]qdsr ]s nq adxnmc
td+ sgdm td�0 ≺ td hr mns nm ]mx odm]ksx sqdd enq d+ rn ax Nardqu]shnm 4-1+ wd�0

qdctbdr φm-

B]rd 19 S� g]r ]s kd]rs m)1 qhfgs b]qdsr ]mc sgdqd ]qd odm]ksx b]qdsr ]s nq ]anud
tm)0 hm sgd hmffw nqcdqhmf-

Hm sghr b]rd+ he enq rnld / • h • m+ >d)0 ∈; ∅ ]mc sgdqd hr ] lhmhl]k odm]ksx sqdd P
enq d mns bnms]hmhmf sgd dcfd td ≺ td)0+ sgdm ax Nardqu]shnm 4-1+ φ’dwd( ; φ’d(�0-
Etqsgdqlnqd+ he t1 hr vdhfgsdc hm rnld lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq d+ sgdm ax
Nardqu]shnm 4-2+ φm’dw�0

+ ( ; φm’d(� 0-
Rn+ vd l]x ]rrtld sg]s enq dudqx lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq d+ t1 hr mns ]

vdhfgsdc b]qds ]mc enq d]bg / • j • m rtbg sg]s >j)0 ∈; ∅+ P bnms]hmr sgd dcfd
tj ≺ tj)0- Ud rokhs hmsn rtab]rdr: hm d]bg rtab]rd vd vhkk rgnv sg]s Nardqu]shnm 4-0
]ookhdr enq rnld h-

Rtab]rd 1,09 t1 hr ] kdes b]qds hm S)-
Hm sghr rtab]rd+ Nardqu]shnm 4-0 ]ookhdr vhsg h ; /- Sn rdd sghr+ ffqrs mnsd sg]s

>1 ; ∅+ enq he mns+ sgdm dudqx lhmhl]k odm]ksx sqdd enq d ltrs bnms]hm sgd dcfd
t0 ≺ t1- Sgd oqnne ne Kdll] 2-7 hlokhdr sg]s vd b]m ]kv]xr bnmrsqtbs ] lhmhl]k
odm]ksx sqdd enq d vghbg bnms]hmr sgd dcfd t+ ≺ t1 ]mc cndr mns bnms]hm sgd dcfd
t0 ≺ t1- Sgdqdenqd >1 ; ∅+ ]mc gdmbd t0 ]mc t1 ]qd bnmrdbtshud b]qdsr vhsg t1 ] kdes
b]qds hm S)- Rn hm S)+ t0 hr mns ] b]qds ne sxod M nq ] qhfgs b]qds+ ]mc qdb]kk sg]s hm
S�+ b]qds t0 hr mns ne sxod M + rn t0 hr mns ] odm]ksx b]qds- Etqsgdqlnqd+ t0 ≺ t1 hr
sgd nmkx dcfd nts ne t0- Ats sghr hlokhdr sg]s >0 ; ∅+ enq he mns+ sgdm ax ]rrtloshnm
]kk lhmhl]k sqddr P qd]khyhmf nm’d( bnms]hm sgd dcfd t+ ≺ t0- Fhudm rtbg ] P + t0
b]mmns ad ] kd]e rhmbd hs hr mns ] odm]ksx b]qds+ rn P ]krn ltrs bnms]hm t0 ≺ t1-
Sgdm ]ksdq P ax qdlnuhmf t0 ]knmf vhsg ansg dcfdr t+ ≺ t0 ]mc t0 ≺ t1+ ]mc
]cchmf sgd dcfd t+ ≺ t1+ nas]hmhmf ] odm]ksx sqdd P → mns bnms]hmhmf t+ ≺ t0 vhsg
nm’P →( • nm’P(- Rn >0 ; >1 ; ∅+ t0 ltrs ad ] kdes b]qds hm S)+ ]mc Nardqu]shnm 4-0
]ookhdr vhsg h ; / sn rgnv sg]s φm’dw�0

+ ( ; φm’d(� 0-

Rtab]rd 1,19 t1 hr mns kdes hm S)+ ]mc t1 <∈ P enq rnld lhmhl]k odm]ksx sqdd P
enq d-

Hm sghr rtab]rd+ Nardqu]shnm 4-0 ]ookhdr vhsg h ; 0- Sn rdd sghr+ ffqrs mnsd sg]s
t1 <∈ P vghbg hlokhdr sg]s t0 ≺ t1 <∈ P ]mc gdmbd sg]s >1 ; ∅- =krn+ t1 <∈ P hlokhdr
sg]s t1 hr mns ] odm]ksx b]qds+ vghbg hlokhdr sg]s t1 b]mmns g]ud sxod M hm S�+
]mc gdmbd >2 ; ∅-

Lnqdnudq+ rhmbd t1 hr mns ] odm]ksx b]qds+ hs enkknvr sg]s t1 hr ]m hmsdqhnq b]qds
hm S) vghbg hr mns ne sxod M - Sghr hlokhdr sg]s t0 hr dhsgdq ne sxod M hm S) nq
hr ]m hmsdqhnq b]qds vghbg hr mns ne sxod M - Ud bk]hl sg]s t0 ltrs ad ne sxod M -
Rtoonrd t0 hr hmsdqhnq+ ats mns ne sxod M - Hs enkknvr sg]s >0 ∈; ∅+ vghbg hlokhdr ax
ntq ]rrtloshnm sg]s P bnms]hmr sgd dcfd t+ ≺ t0- Ud jmnv sg]s t0 hr mns ] odm]ksx
b]qds adb]trd hs hr mns sxod M hm dhsgdq sqdd+ ]mc hr ]m hmsdqhnq b]qds hm S)- Sgtr t0
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hr mns ] kd]e ne P + rn sgdqd ltrs ad rnld dcfd nts ne t0 hm P - Sgd nmkx onrrhakd dcfd
nts ne t0 hr t0 ≺ t1+ vghbg ld]mr t1 ∈ P + ] bnmsq]chbshnm- Sgdqdenqd t0 g]r sxod M
hm S)+ vghbg hm stqm hlokhdr sg]s t1 hr dwonrdc hm S)+ ]mc rn ax Nardqu]shnm 4-0+
φm’dw�0

0 ( ; φm’d(� 0-

Rtab]rd 1,29 t1 hr mns ] kdes b]qds hm S)+ ]mc enq dudqx lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq
d+ t1 ∈ P ats t1 hr mns vdhfgsdc-

Bgnnrd ] lhmhl]k odm]ksx sqdd P enq d- Rhmbd t1 hr mdhsgdq ] kdes b]qds mnq
vdhfgsdc+ hs enkknvr sg]s cP’t1. k( , m� 0 enq ]kk kd]udr k ne P - Mnv mnsd sg]s he ]kk
dcfdr tj ≺ tj)0 enq 1 • j • m ]qd nm P + sgdm cP’t1. tm)0( ; m � 0+ rn t1 vntkc
ad ]s kd]rs chrs]mbd m� 0 eqnl rnld kd]e ne P - Rn kds h ad sgd rl]kkdrs hmcdw rtbg
sg]s td ≺ td)0 hr mns nm P - Gdmbd+ >d)0 ; ∅+ enq nsgdqvhrd td ≺ td)0 vntkc ad nm
P ax sgd bnmchshnmr ne B]rd 1- Mnsd sg]s >d)0 ; ∅ ld]mr sg]s sgd b]qdsr td ]mc
td)0 ]qd bnmrdbtshud hm hmffw nqcdq-

Rhmbd td�0 ≺ td hr nm P + td ∈ P - Ud bk]hl sg]s td ltrs g]ud sxod M hm S)+
nsgdqvhrd td ≺ td)0 hr sgd nmkx onrrhakd dcfd nts ne td+ rn td hr ] kd]e ne P - Ats sgdm
td ltrs ad ] odm]ksx b]qds+ rn ltrs ad ] qhfgs b]qds hm S)- Rhmbd sgdqd ltrs ad rnld
odm]ksx b]qds t adxnmc td+ ]mc td hr ] qhfgs b]qds hm ansg sqddr+ ax Nardqu]shnm 2-5+
sgd o]sg hm P bnmmdbshmf t sn t+ ltrs o]rr sgqntfg td+ bnmsq]chbshmf sgd e]bs sg]s
td hr ] kd]e ne P - Rn td g]r sxod M hm S)+ vghbg hlokhdr sg]s td ≺ td)0 hr sgd nmkx
onrrhakd dcfd hmsn td)0+ rn td)0 <∈ P + rn td)0 hr mns ] odm]ksx b]qds+ ]mc sgtr ltrs
ad ]m hmsdqhnq b]qds hm S) vghbg hr mns ne sxod M + gdmbd dwonrdc hm S)- =krn+ rhmbd
td)0 hr mns ] odm]ksx b]qds+ hs b]mmns g]ud sxod M hm S�+ ]mc gdmbd >d)1 ; ∅- Rn+
ax Nardqu]shnm 4-0+ φm’dw�0

d ( ; φm’d(� 0-

5, ’,� F�( hr Mns =klnrs Bnmudw

= ffmhsdkx fdmdq]sdc fqnto F hr Xklnrs bnmudw ’i(+ nq >B’j( vhsg qdrodbs sn ]
ffmhsd fdmdq]shmf rds T he sgdqd hr ] bnmrs]ms I’j( r]shrexhmf sgd enkknvhmf oqnodqsx-
Enq dudqx onrhshud hmsdfdq m+ ]mx svn dkdldmsr w ]mc x hm sgd a]kk ne q]chtr m vhsg
cS’w. x( • j b]m ad bnmmdbsdc ax ] o]sg ne kdmfsg I’j( vghbg khdr bnlokdsdkx vhsghm
sghr a]kk- B]mmnm+ vgn hmsqnctbdc sghr oqnodqsx hm W3“+ oqnudc sg]s he ] fqnto F hr
>B’1( vhsg qdrodbs sn ] fdmdq]shmf rds T sgdm hs hr ]krn >B’j( enq ]kk j ≥ 1 vhsg
qdrodbs sn sg]s fdmdq]shmf rds- Sgtr he ] fqnto hr >B’1(+ hs hr b]kkdc Xklnrs bnmudw
vhsg qdrodbs sn sg]s fdmdq]shmf rds- He ] fqnto hr ]klnrs bnmudw vhsg qdrodbs sn
Xmx fdmdq]shmf rds+ sgdm vd rhlokx b]kk hs ]klnrs bnmudw+ nlhsshmf sgd ldmshnm ne
] fdmdq]shmf rds-

Sgdqd ]qd hmsdqdrshmf dw]lokdr ne e]lhkhdr ne fqntor vhsg ]mc vhsgnts sghr oqno,
dqsx- Fqntor vghbg ]qd ]klnrs bnmudw vhsg qdrodbs sn ]mx fdmdq]shmf rds hmbktcd
gxodqankhb fqntor W3“ ]mc etmc]ldms]k fqntor ne bknrdc 2,l]mhenkcr vgnrd fdnld,
sqx hr mns lncdkdc nm Nnk W06“- Lnqdnudq+ ]l]kf]l]sdc oqnctbsr ne ]klnrs bnmudw
fqntor qds]hm sghr oqnodqsx W3“- Fqntor vghbg ]qd mns ]klnrs bnmudw hmbktcd etmc],
ldms]k fqntor ne bknrdc 2,l]mhenkcr vgnrd fdnldsqx hr lncdkdc nm Nnk W4“ ]mc sgd
rnku]akd A]tlrk]f,Rnkhs]q fqntor AP’0. m( W04“-
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=klnrs bnmudwhsx hr ] oqnodqsx vghbg cdodmcr nm fdmdq]shmf rds: sghr v]r oqnudm
ax Sghdk trhmf sgd fdmdq]khydc Gdhrdmadqf fqntor W07“- Bkd]qx ]mc S]a]bj oqnud hm
W7“ sg]s Sgnlornm”r fqnto E hr mns ]klnrs bnmudw vhsg qdrodbs sn sgd rs]mc]qc
fdmdq]shmf rds T0 ; Pw+. w0{+ ats sghr g]r mn hlokhb]shnmr enq sgd bnmudwhsx ne sgd
fqnto vhsg qdrodbs sn nsgdq fdmdq]shmf rdsr- Adknv vd oqnud sg]s E hr mns ]klnrs
bnmudw vhsg qdrodbs sn ]mx bnmrdbtshud fdmdq]shmf rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{- Sgd
oqnne adknv enkknvr sgd ntskhmd ne W7“-

Sgdnpdl 5,0, Sgnlornm�r fpnto E hr mns Xklnrs bnmudw vhsg pdrodbs sn sgd fdm,
dpXshmf rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{-

Ud adfhm vhsg ]m nudquhdv ne sgd oqnne ne sgd sgdnqdl- =rrtld sg]s ’E.Tm(
hr ]klnrs bnmudw+ ]mc bnmrsqtbs o]qshbtk]q fqnto dkdldmsr dwm ]mc dw�0

m rn sg]s
km’d( ; km’dwm( ) 0 ; km’dw�0

m ( ) 0 ; j ) 0- =klnrs bnmudwhsx ft]q]msddr ] rgnqs
o]sg γ eqnl dwm sn dw�0

m vghbg khdr bnlokdsdkx vhsghm sgd a]kk ne q]chtr j- K]adk
sgd qhfgs b]qds ]s kdudk m)0 hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq d ax qm)0- Kds γd
enq / • h • j cdmnsd sgd oqdffw ne γ ne kdmfsg h- Hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq dwmγd+
b]qds qm)0 vhkk bg]mfd sxod ]mc kdudk ]r h hmbqd]rdr- Sgd r]khdms onhms hr sg]s hm dwm
sgd b]qds qm)0 hr sgd qhfgs b]qds ]s kdudk m)1+ ]mc hm dw�0

m hs hr ]m hmsdqhnq b]qds ne
kdudk m) 1+ vghbg hr sgd kdes bghkc ne sgd qhfgs b]qds ]s kdudk m) 0- Sgtr sgdqd hr ]
onhms ]knmf γ vgdqd sgd b]qds vhsg k]adk qm)0 hr ]f]hm sgd qhfgs b]qds ]s kdudk m)0-
Rtoonrd sghr g]oodmr vgdm sgd oqdffw γl hr ]ookhdc sn dwm- Sn oqnud sgd sgdnqdl+
vd rgnv sg]s dwmγl <∈ A’j(+ bnmsq]chbshmf sgd ]rrtloshnm ne ]klnrs bnmudwhsx-

Opnne, Rtoonrd sg]s ’E.Tm( hr ]klnrs bnmudw- Sgdm sgdqd hr ] bnmrs]ms I rn sg]s
dkdldmsr w. x ∈ A’j( vhsg cSl’w. x( ; 1 b]m ad bnmmdbsdc ax ] o]sg ne kdmfsg ]s
lnrs I vghbg hr bnms]hmdc hm A’j(-

Ud mnv bnmrsqtbs ] fqnto dkdldms d ax fhuhmf ] qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l
’S�. S)(+ rn sg]s sgd dkdldmsr dw±0

m xhdkc ] bntmsdqdw]lokd sn sghr ]rrtloshnm-

Bnmrsptbshmf S�, Kds q0 ≺ · · · ≺ q1m)0 ≺ q1m)1 ad sgd qhfgs b]qdsr ne S�+ vgdqd
q0 hr sgd qnns b]qds- Sgdrd b]qdsr enql ] rtasqdd vhsg 1m) 1 kd]udr: kds >d ad sgd
rtasqdd ne S� vgnrd qnns hr ]ss]bgdc sn sgd kdes kd]e ne b]qds qd- Enq h • m) 0+ vd
s]jd >d sn ad sgd bnlokdsd sqdd vhsg I)0 kdudkr- Ugdm m)1 • h • 1m)1+ >d vhkk
ad dlosx-

Bnmrsptbshmf S), Sgd qnns b]qds ne S) vhkk ad sgd b]qds hlldch]sdkx oqdbdchmf
qm)0 hm hmffw nqcdq- Sgd qhfgs b]qdsr ne sgd qhfgs rtasqdd ne sghr b]qds vhkk ad qm)0 ≺
qm)1 ≺ · · · ≺ q1m�0 ≺ q1m ≺ q1m)1+ vhsg sgd kdes rtasqdd ne qi dlosx enq m ) 0 •
i • 1m+ ]mc sgd kdes rtasqdd ne q1m)1 bnmrhrshmf ne sgd rhmfkd b]qds q1m)0- Sgd b]qds
q1m)0 hr ]ccdc ]r ]m hmsdqhnq b]qds sn dmrtqd sg]s sgd o]hq ne sqddr hr qdctbdc- =kk
b]qdsr adenqd qm)0 hm hmffw nqcdq vhkk ad kdes b]qdsr hm sghr sqdd+ dwbdos enq sgd b]qds
vhsg hmffw mtladq svn+ vghbg vhkk ad ]m hmsdqhnq b]qds+ ]f]hm rhlokx sn dmrtqd sg]s
sgd sqdd o]hq ch]fq]l hr qdctbdc-

Ehftqd 01 fhudr ]m dw]lokd ne ] fqnto dkdldms vghbg hr ne sghr enql-
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Ehf- 01- =m dw“lokd ne “ fqnto dkdldms c bnmrsqtbsdc rn sg“s cv±0i vhkk bnmsq“chbs sgd “rrtloshnm

ne “klnrs bnmudwhsx-

Ud ffqrs oqnud ] kdll] vghbg rgnvr sg]s ansg wm ]mc w�0
m cdbqd]rd sgd vnqc

kdmfsg ne d- Ud sgdm trd dwm ]mc dw�0
m ]r sgd svn dkdldmsr vghbg vhkk bnmsq]chbs

sgd ]rrtloshnm ne ]klnrs bnmudwhsx-

Idll] 5,1, Ids d ; ’S�. S)( ad cdzmdc Xr Xanud- Sgdm km’dwm( ; km’dw�0
m ( ;

km’d(� 0-

Opnne, Ud rgnv sg]s ltkshokhb]shnm ax ansg wm ]mc w�0
m cdbqd]rd sgd vnqc kdmfsg

ne sgd dkdldms d bnmrsqtbsdc ]anud-

B]rd 0, Ltkshokhb]shnm ax n��� , Ltkshokhb]shnm ax w�0
m bqd]sdr ] o]hq ne sqddr

’ zS�. zS)( hm vghbg sgd b]qds qm)0 hr mnv ]m hmsdqhnq b]qds hm zS�+ ]mc zS) ; S)- Sgtr
k∞’dw�0

m ( ; k∞’d( ) 0-
Ud vhkk rgnv sg]s ]mx odm]ksx sqdd enq d b]m ad ]ksdqdc sn xhdkc ] odm]ksx sqdd

enq dw�0
m vhsg nmd edvdq vdhfgsdc b]qds- Ehqrs vd nardqud sg]s ]kk odm]ksx b]qdsr hm

sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq dw�0
m vdqd ]krn odm]ksx b]qdsr enq d- Sgd nmkx svn

onrrhakd chΓdqdmbdr hm sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]lr enq d ]mc dw�0
m vghbg lhfgs

hmfitdmbd sgd bnmrsqtbshnm ne odm]ksx sqddr ]qd9

’0( sgd b]qds qm)0 hr ] qhfgs b]qds hm ansg S� ]mc S)+ ats hm zS� hs adbnldr ]m
hmsdqhnq b]qds vghbg hr mns ne sxod M + gdmbd hr mn knmfdq ] odm]ksx b]qds hm dw�0

m +
]mc

’1( sgd ]ci]bdmbx qm ≺ qm)1+ mns oqdrdms enq d+ hr oqdrdms hm dw�0
m -

Rhmbd q1m hr ] odm]ksx b]qds enq d+ ax Nardqu]shnm 2-5+ sgd rsqhmf ne dcfdr
qm)0 ≺ · · · ≺ q1m ltrs ]ood]q hm dudqx odm]ksx sqdd enq d+ ]mc qm)0 hr mns ]
kdes b]qds hm dhsgdq S� nq S)- Gdmbd qm)0 hr ] vdhfgsdc b]qds hm dudqx odm]ksx sqdd
enq d- Etqsgdqlnqd+ rhmbd qm)0 ]mc qm)1 ]qd bnmrdbtshud b]qdsr hm sgd hmffw nqcdq+ mn
nsgdq b]qdsr nsgdq sg]m sgd qd b]qdsr hm sgd rsqhmf ]anud ]qd bnmmdbsdc sn sgd qnns
ne sgd odm]ksx sqdd ax ] o]sg o]rrhmf sgqntfg qm)0- Kds P ad ]mx odm]ksx sqdd enq
d- Rhmbd b]qds qm hr ] kdes b]qds hm S)+ vd l]x ]rrtld+ ax sgd oqnne ne Kdll] 2-7+
sg]s he qm hr ] udqsdw ne P + sgdm sgd dcfd t+ ≺ qm ]krn ]ood]qr nm P - Ud bnmrsqtbs ]
odm]ksx sqdd P → enq dw�0

m ]r enkknvr9 cdkdsd sgd dcfd qm)0 ≺ qm)1 eqnl P - Sghr kd]udr
sgd b]qds qm)0 ]r ] kd]e ne P →+ rn vd rhlokx qdlnud hs+ ]r hs hr mns ] odm]ksx b]qds hm
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dw�0
m - Mnv he qm chc ]ood]q nm P + bnmmdbs qm)1 uh] sgd dcfd qm ≺ qm)1- He mns+ ]cc

sgd svn dcfdr t+ ≺ qm ≺ qm)1- Hm dhsgdq b]rd+ sgd mtladq ne vdhfgsdc b]qdsr hm sgd
rtasqdd vgnrd qnns hr qm)0 cndr mns hmbqd]rd+ ]mc dudm he vd ]ccdc sgd b]qds qm sn
P + hs hr mns vdhfgsdc- Sgtr b]qds qm)0+ vghbg v]r ] vdhfgsdc odm]ksx b]qds hm P +
hr mns dudm oqdrdms hm P →- Gdmbd+ nm’P →( • nm’P( � 0+ rn ]ookxhmf sghr ]qftldms
sn ] lhmhl]k odm]ksx sqdd enq d xhdkcr nm’dw�0

m ( ; nm’d(� 0+ ]mc vd bnmbktcd sg]s
km’dw�0

m ( ; km’d(� 0-

B]rd 1, Ltkshokhb]shnm ax n�, Kds a ad sgd b]qds vghbg hr sgd kdes bghkc ne
b]qds qm)0 hm S�+ sg]s hr+ sgd qnns ne sgd rtasqdd >m)0- Sgdm ltkshokhb]shnm ax wm
oqnctbdr ] o]hq ’S →

�. S
→
)( hm vghbg a hr mnv sgd qhfgs b]qds ]s kdudk m)0 hm S →

�+ ]mc
qm)0 hr sgd qhfgs b]qds ]s kdudk m)1 hm S →

�- Rhmbd ]m hmsdqhnq b]qds g]r addm bg]mfdc
sn ] qhfgs b]qds+ k∞’dwm( ; k∞’d(� 0- B]qds qm)0+ gnvdudq+ g]r mns bg]mfdc sxod9
hs hr ne sxod M hm ansg S� ]mc zS�+ ]mc ] kdes b]qds vghbg hr mns ne sxod M hm ansg
S) ]mc zS)- Sgd nmkx nsgdq bg]mfd hr sg]s sgd ]ci]bdmbx qm ≺ qm)0 hm S� mn knmfdq
dwhrsr hm S →

�+ ]mc gdmbd hr mns ]u]hk]akd enq bnmrsqtbshmf ] lhmhl]k odm]ksx sqdd- Ud
vhkk rgnv sg]s ]mx odm]ksx sqdd enq d l]x ad ]ksdqdc sn bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd enq
dwm vhsg mn ]cchshnm]k vdhfgsdc odm]ksx b]qdsr-

Kds P ad ]mx odm]ksx sqdd enq d- Kds ao99r ad sgd qnns b]qds ne S)- =r adenqd+
rhmbd ao99r hr ] kdes b]qds hm S)+ vd l]x ]rrtld sg]s dhsgdq ao99r cndr mns ]ood]q
nm P + nq he hs cndr+ rn cndr sgd dcfd t+ ≺ ao99r- He sgd dcfd qm ≺ qm)0 hr mns oqdrdms
hm P + sgdm P → ; P hr ] odm]ksx sqdd enq dwm- He sgd dcfd qm�0 ≺ qm hr oqdrdms hm P +
vd bnmrsqtbs P → ]r enkknvr- Cdkdsd sgd dcfd qm ≺ qm)0 hm P - He ao99r v]r nm P + hs
]ood]qr nm sgd dcfd t+ ≺ ao99r+ ]mc vd ]cc sgd dcfd ao99r ≺ qm)0- He ao99r v]r mns
nm P + ]cc hs snfdsgdq vhsg sgd svn dcfdr t+ ≺ ao99r ≺ qm)0 sn enql P →- Sgtr sgd
udqshbdr qm ]mc qm)0 ]qd oqdrdms hm ansg P ]mc P →- Hs enkknvr eqnl sgd bnmrsqtbshnm
ne P → sg]s nm’P →( • nm’P(+ ]mc gdmbd nm’dwm( ; nm’d(- Sgtr km’dwm( ; km’d(� 0
]mc sgd kdll] enkknvr-

Hs enkknvr eqnl sgd ]rrtloshnm sg]s ’F.Tm( hr ]klnrs bnmudw sg]s sgdqd hr ]
o]sg γ ne kdmfsg ]s lnrs I eqnl dwm sn dw�0

m vghbg hr bnlokdsdkx bnms]hmdc hm
sgd a]kk ne q]chtr j+ vgdqd j ; km’d( � 0- Ud uhdv γ ]r ] oqnctbs �0�1 · · ·�I
vgdqd d]bg � ∈ Pw±0

+ . w±0
0 . . . . . w±0

m . Gc{+ ]mc bnmrhcdq sgd oqdffwdr dwmγd ; dwm�0

�1 · · ·�d-
Ud ffqrs bnmrhcdq sgd dΓdbs ne ltkshokhb]shnm ax wm ]mc w�0

m nm sgd b]qds qm)0 hm
sgd hmhsh]k vnqc d ; ’S�. S)(- Sghr b]qds+ hm S�+ hr ] qhfgs b]qds ]s kdudk m)0- =esdq
ltkshokhb]shnm ax wm+ vd nas]hm dwm ; ’S →

�. S
→
)(+ ]mc mnv b]qds qm)0 hr ] qhfgs b]qds

hm S →
� ]s kdudk m) 1- =esdq ltkshokhb]shnm ax w�0

m + vd nas]hm dw�0
m ; ’ zS�. zS)(+ ]mc

sghr b]qds hr ]m hmsdqhnq b]qds hm zS� vghbg hr sgd kdes bghkc ne sgd qhfgs b]qds ]s kdudk
m) 0-

Hm d]bg oqdffw dwmγd ; dwm�0�1 · · ·�d vd mnsd sgd onrhshnm ne sgd b]qds vhsg
k]adk qm)0- Sgd fdmdq]snqr hm sgd rds Tm ]mc sgdhq hmudqrdr odqenql bnlahm]snqh]k
qd]qq]mfdldmsr ne sgd rtasqddr ne sgd sqdd o]hq ch]fq]l qdoqdrdmshmf dwmγd ]s kdudkr
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nmd sgqntfg m) 0 ]knmf sgd qhfgs rhcd ne sgd mdf]shud sqdd hm sgd o]hq- Sgtr+ sgdqd
hr ] ffqrs onhms ]knmf sgd o]sg γ ]s vghbg b]qds qm)0 hr ]f]hm sgd qhfgs b]qds ]s kdudk
m ) 0- Cdmnsd sghr oqdffw ne γ ax β+ vghbg g]r kdmfsg i vgdqd 0 • i • I- Cdmnsd
sgd oqdffwdr ne β ax βd+ vgdqd 0 • h • i-

Ud mnsd sg]s adb]trd ne sgd bgnhbd ne d+ ltkshokhb]shnm ne dwmβd ax �d)0 mdudq
qdpthqdr sgd ]cchshnm ne b]qdsr sn sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq dwmβd+ ]mc ]r ] qdrtks+
sgd onrhshud sqdd hr ]kv]xr tmbg]mfdc ax sghr ltkshokhb]shnm- =cchshnm]kkx+ ]esdq sghr
ltkshokhb]shnm hr odqenqldc+ mn b]mbdkk]shnm hr mdbdrr]qx sn nas]hm sgd qdctbdc sqdd
o]hq ch]fq]l- Sgd nmkx dwonrdc b]qdsr hm S) ]qd hm sgd rdbnmc ]mc sgd odmtkshl]sd
b]qdsr+ ]mc sgdrd b]qdsr ]qd mns dwonrdc hm S�+ mnq b]m sgdx dudq adbnld dwonrdc
]knmf β- Sghr ld]mr sg]s sgd mtladq ne b]qdsr hm sgd sqdd o]hq ch]fq]lr enq dwmβd
qdl]hmr bnmrs]ms enq h ; 0. 1 . . . . i-

Enq d]bg oqdffw βd ne β+ vd bnmrhcdq sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq dd ; dwmβd- =r sgd
u]ktdr ne h hmbqd]rd+ sgd onrhshnm ne b]qds qm)0 lnudr to ]mc cnvm sgd qhfgs rhcd
ne sgd mdf]shud sqdd ]s kdudkr ]s kd]rs m ) 0+ ]mc hr tmbg]mfdc hm sgd onrhshud sqdd-
He sgd mdws fdmdq]snq hm sgd o]sg β hr ne sgd enql wi + sgdm sgd kdudk ne qm hm sgd
mdf]shud sqdd hmbqd]rdr ax nmd- He sgd mdws fdmdq]snq hm sgd o]sg β hr w�0

i + sgdm sgd
kdudk ne qm hm sgd mdf]shud sqdd cdbqd]rdr ax nmd- Hm dhsgdq b]rd+ sgd onrhshnm ne sghr
b]qds hm sgd onrhshud sqdd hr tmbg]mfdc- Rhmbd sgd kdudk ne b]qds qm)0 ltrs g]ud ]
mds cdbqd]rd ne 0+ sgd o]sg β mdbdrr]qhkx bnmrhrsr ne l)0 fdmdq]snqr vhsg mdf]shud
dwonmdmsr ]mc l fdmdq]snqr vhsg onrhshud dwonmdmsr-

Sn oqnud sghr sgdnqdl+ vd rgnv sg]s fdmdq]snqr ne sgd enql w�0
i ]r o]qs ne sgd

o]sg β ]kv]xr hmbqd]rd sgd vnqc kdmfsg- Sgtr sgd vnqc kdmfsg km’dwmβ( r]shrffdr
sgd enkknvhmf hmdpt]khsx9

km’dwmβ( ≥ km’dwm( ) ’l) 0(�l ; j ) 0 / j.

Hs enkknvr eqnl sghr hmdpt]khsx sg]s sgd dkdldms dwmβ cndr mns khd hm sgd a]kk ne
q]chtr j+ bnmsq]chbshmf sgd ]rrtloshnm ne ]klnrs bnmudwhsx-

Rhmbd ltkshokhb]shnm ax w�0
i vhkk ]kv]xr lnud ] qhfgs b]qds sn ]m hmsdqhnq nq kdes

b]qds+ ]mc b]qdsr ]qd mdudq ]ccdc hm nqcdq sn bnlokdsd ltkshokhb]shnm ]knmf sgd o]sg
β+ ltkshokhb]shnm ne dwmβd ax w�0

i vhkk ]kv]xr xhdkc k∞’dwmβd)0( ; k∞’dwmβd( ) 0.
Ud mnv rgnv sg]s sgd odm]ksx bnmsqhatshnm sn sgd vnqc kdmfsg hr tmbg]mfdc

vgdm dwmβd hr ltkshokhdc ax w�0
i - D]bg rtbg ltkshokhb]shnm bg]mfdr ] qhfgs b]qds

hmsn ]m hmsdqhnq b]qds+ ]mc ]krn chrqtosr rnld ]ci]bdmbx+ vghbg lhfgs ]Γdbs sgd
odm]ksx sqdd- Gnvdudq+ vd mnsd svn r]khdms onhmsr9

’0( Sgd b]qds vghbg hr rghesdc eqnl qhfgs sn hmsdqhnq ax sghr ltkshokhb]shnm ]kv]xr
oqdbdcdr b]qds qm)0 hm hmffw nqcdq+ ]mc ]mx rtbg b]qds b]m ad bnmmdbsdc sn sgd
qhfgs rhcd ne sgd mdf]shud sqdd enq dwmβd ax ] o]sg ne ]s lnrs kdmfsg I- Sgtr
rtbg ] b]qds hr ] kdes b]qds hm S) ]r vdkk ]r hm sgd onrhshud sqdd hm sgd qdctbdc
o]hq qdoqdrdmshmf dwmβd-

’1( Hs enkknvr eqnl Kdll] 2-7 sg]s sghr b]qds hr mdudq ] vdhfgsdc odm]ksx b]qds hm
]mx lhmhl]k odm]ksx sqdd enq dwmβd+ enq ]mx h-
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Sgtr vgdm dwmβd hr ltkshokhdc ax w�0
i sn nas]hm dwmβd)0+ vd ltrs g]ud nm’dwmβd( ;

nm’dwmβd)0(- Bnlahmhmf sghr vhsg sgd e]bs sg]s k∞’dwmβd)0( ; k∞’dwmβd( ) 0
hlokhdr sg]s km’dwmβd)0( ; km’dwmβd( ) 0+ vghbg oqnudr sgd sgdnqdl-

6, Cdosg ne Onbidsr hm ’,� F�(

Kds F ad ] ffmhsdkx fdmdq]sdc fqnto vhsg ] ffmhsd fdmdq]shmf rds P- Ud r]x sg]s
v ∈ F+ vhsg |v|L ; m+ hr ] j,onbjds he At’j( ⊂ AGX’m(+ s]jhmf sgd l]whl]k j enq
vghbg sghr hr sqtd- Sgtr ]mx o]sg eqnl v hm sgd B]xkdx fq]og �’F.P( ne kdmfsg ]s
lnrs j qdl]hmr hm sgd a]kk ne q]chtr m bdmsdqdc ]s sgd hcdmshsx+ ]mc sgdqd hr rnld
o]sg ne kdmfsg j)0 dl]m]shmf eqnl v vghbg kd]udr sghr a]kk- Sgd hmsdfdq j hr b]kkdc
sgd cdosg ne sgd onbjds-

Ud r]x sg]s ] fqnto F g]r cddo onbidsr vhsg qdrodbs sn ] ffmhsd fdmdq]shmf
rds P he sgdqd hr mn antmc nm sgd cdosg ne fqnto dkdldmsr- Anfnonk”rj̆h oqnudc
hm W1“ sg]s gxodqankhb fqntor g]ud ffmhsd cdosg+ sg]s hr+ enq dudqx fdmdq]shmf rds
sgdqd hr ] tmhenql toodq antmc nm sgd cdosg ne ]kk onbjdsr- Sgdqd ]qd l]mx dw]l,
okdr ne ffmhsdkx,fdmdq]sdc hmffmhsd fqntor vhsg cddo onbjdsr9 sgd k]lokhfgsdq fqntor
�m | � ; }X. s|sm. WX. Xs� “. h ∈ �〈 vhsg qdrodbs sn sgd fdmdq]shmf rds PX. s{ vdqd
sgd ffqrs dw]lokdr ne rtbg fqntor W0/“+ ]mc ] ffmhsdkx oqdrdmsdc dw]lokd ne rtbg ]
fqnto hr fhudm hm W6“- U]qrg]kk+ hm W08“+ oqnudr sg]s sgd chrbqdsd Gdhrdmadqf fqnto
}w. x|Ww. Ww. x““. Wx. Ww. x““〈 g]r cddo onbjdsr vhsg qdrodbs sn ]mx ffmhsd fdmdq]shmf rds-
Phkdx ]mc U]qrg]kk hm W05“ oqnud sg]s sgd oqnodqsx ne g]uhmf cddo onbjdsr cndr
cdodmc nm sgd bgnhbd ne fdmdq]shmf rds-

Ud rgnv adknv sg]s enq ]mx j ∈ �)+ Sgnlornm”r fqnto E g]r ] fdmdq]shmf rds
Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{ vghbg xhdkcr onbjdsr ne cdosg ]s kd]rs j+ ]r knmf ]r m ≥ 1j)1-
Rhmbd 1j ) 1 hr ]kv]xr fqd]sdq sg]m nmd+ sghr cndr mns bnmsq]chbs sgd qdrtks hm W7“
rs]shmf sg]s ’E.T0( g]r nmkx onbjdsr ne cdosg svn- Sgd sgdnqdl adknv hr qd]kkx ne
hmsdqdrs enq k]qfd u]ktdr ne j- Hs hr oqnudc ax dw]lokd: enq ] fhudm j vd bnmrsqtbs ]
e]lhkx ne onbjdsr vgnrd cdosg hr ]s kd]rs j vhsg qdrodbs sn Tm- Hm W7“+ ]m dwg]trshud
cdrbqhoshnm hr fhudm ne ]kk onbjdsr vhsg qdrodbs sn T0+ vghbg ]qd mdbdrr]qhkx ne cdosg
svn- Ud cn mns fhud rtbg ] cdrbqhoshnm adknv vhsg qdrodbs sn Tm-

Hm ]cchshnm+ vd fhud toodq antmcr nm onbjds cdosg hm d]bg ne sgdrd fdmdq]shmf
rdsr- Ud rgnv sg]s enq ] ffwdc m+ sgdqd ]qd mn onbjdsr ne cdosg fqd]sdq sg]m nq dpt]k
sn sgd l]whltl ne 3m� 2 ]mc 1m)0- Mnsd sg]s enq m ≥ 1 vd g]ud 3m� 2 ≥ 1m)0+
rn hs hr nmkx enq sgd b]rd m ; 0 sg]s sgd toodq antmc nm onbjds cdosg hr 1m)0 ; 2+
]mc hm sghr m ; 0 b]rd+ sgdqd ]qd hm e]bs onbjdsr ne cdosg 1-

Sgdnpdl 6,0, .np Xmx j ≥ 0. Sgnlornm�r fpnto E gXr onbidsr ne cdosg Xs kdXrs
j vhsg pdrodbs sn sgd fdmdpXshmf rds Tm ; Pw+. w0. . . . . wm{. enp m ≥ 1j ) 1-

Opnne, Ud bnmrsqtbs ] fqnto dkdldms d ; dj ; ’S�. S)( enq d]bg j ∈ �) vghbg hr
] onbjds ne cdosg ]s kd]rs j vhsg qdrodbs sn sgd fdmdq]shmf rds Tm+ enq m ≥ 1j ) 1
ax cdrbqhahmf sgd sqddr S� ]mc S)- Ud ]rrtld sg]s sgd b]qdsr ne sgdrd sqddr ]qd
mtladqdc hm hmffw nqcdq-
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’0( Kds q0 ≺ · · · q1m)j)1 ad sgd qhfgs b]qdsr ne S�- Kds >d ad sgd kdes rtasqdd ne qd:
vd bgnnrd >d sn ad sgd bnlokdsd sqdd vhsg j ) 0 kdudkr enq 0 • h • m ) j ) 0-
Enq h / m) j ) 0+ >d hr dlosx-

’1( Sgd qhfgs b]qdsr ne S) ]qd q0 ≺ · · · ≺ q1m)j ≺ q1m)j)1+ ats b]qds q1m)j)0

hr sgd kdes bghkc ne b]qds q1m)1j)1+ ]m hmsdqhnq b]qds- Cdmnsd sgd kdes rtasqdd
ne b]qds qd ax Ad+ ]mc ]r hm S�+ Ad hr dlosx enq m ) j ) 0 , h • 1m ) j-
Enq 0 • h • m) j ) 0+ ]r ]m hmcdodmcdms sqdd+ Ad bnmrhrsr ne ] rsqhmf ne qhfgs
b]qdsr+ nmd edvdq hm mtladq sg]m sgd mtladq ne b]qdsr hm >d+ vhsg ] odmtkshl]sd
hmsdqhnq b]qds- Sghr ]cchshnm]k b]qds dmrtqdr sg]s sgd sqdd o]hq ch]fq]l vhkk ad
qdctbdc-

Ehftqd 02 fhudr ]m dw]lokd ne ] fqnto dkdldms ne sgd ]anud enql-
Kds β ; �0�1 · · ·�j ad ]mx vnqc vhsg �d ∈ Tm nq ��0

d ∈ Tm enq ]kk h+ ]mc cdmnsd
sgd oqdffwdr ne β ax βd ; �0�1 · · ·�d- Sgd nqhfhm]k vnqc d v]r bnmrsqtbsdc rn sg]s
sgd enkknvhmf ]qd ]kv]xr sqtd9

’0( Sgd nqhfhm]k sqdd o]hq ch]fq]l ’S�. S)( hr qdctbdc-
’1( Enq d]bg h+ ltkshokhb]shnm ne dβd ax �d)0 b]m ad ]bbnlokhrgdc vhsgnts ]cchmf

]cchshnm]k b]qdsr sn sgd sqdd o]hq ch]fq]l+ ]mc sgd qdrtkshmf sqdd o]hq ch]fq]l
enq d]bg dβd hr ]kv]xr qdctbdc- Sgtr sgd mtladq ne b]qdsr hm sgd qdctbdc sqdd
o]hq ch]fq]l enq dβd qdl]hmr bnmrs]ms enq h ; 0. 1. . . . . j-

’2( Hm sgd sqdd o]hq ch]fq]l enq dβd+ sgd onrhshud sqdd hm sgd o]hq hr ]kv]xr S)+
sgd r]ld onrhshud sqdd ]r hm sgd hmhsh]k vnqc d- Kds dβd ad qdoqdrdmsdc ax sgd
qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l ’Sd. S)(-

’3( Sgd nmkx b]qdsr sg]s b]m ad ]Γdbsdc vgdm dβd hr ltkshokhdc ax �d)0 ]qd odm]ksx
b]qdsr- Lnqdnudq+ sgdrd b]qdsr qdl]hm odm]ksx b]qdsr vgdm sgd ltkshokhb]shnm hr
bnlokdsdc+ rhmbd sgdx g]ud sxod M hm S)+ ]mc sgd sqdd S) hr tmbg]mfdc ax sgd
ltkshokhb]shnm-

’4( Sgd rtasqdd ne Sd vhsg qnns b]qds qm)j)1 qdl]hmr tmbg]mfdc enq d]bg dβd+ ]mc
]kv]xr g]mfr eqnl sgd qhfgs kd]e ne b]qds qm)j)0- =kk b]qdsr hm sghr rtasqdd ats
sgd ffm]k svn ]qd odm]ksx b]qdsr+ ]mc mdbdrr]qhkx enql ] rsqhmf ne kdmfsg m � 0

Ehf- 02- =m dw“lokd ne “ fqnto dkdldms vghbg vhkk ad “ onbjds ne cdosg “s kd“rs g-
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vghbg g]mfr eqnl udqsdw qm)j)0 hm ]mx odm]ksx sqdd enq dβd+ ]r cdrbqhadc hm
Nardqu]shnm 2-5-

Sn oqnud Sgdnqdl 6-0+ vd vhkk rgnv sg]s km’dβd( • km’d( enq ]kk 0 • h • j- Ud
vhkk cdrbqhad sgd bg]mfd hm k∞ adsvddm d ]mc dβd+ ]mc antmc sgd bg]mfd hm odm]ksx
bnmsqhatshnm adsvddm sgdrd svn dkdldmsr ]r vdkk-

Ehqrs mnsd sg]s ] lhmhl]k odm]ksx sqdd enq d hr d]rhkx bnmrsqtbsdc ax inhmhmf
d]bg odm]ksx b]qds sn t+ ax bgnnrhmf sgd rgnqsdrs ]ci]bdmbx o]sg hm sgd rhmfkd
sqdd S�- M]ldkx+ bnmmdbs d]bg b]qds sn sgd b]qds ]ci]bdms sn hs uh] hsr gnmdrs+ mns
fdmdq]khydc+ kdes dcfd- Ud b]kk sghr o]sg sgd fpddcx oXsg eqnl ] b]qds sn t+- Hs enkknvr
sg]s sgd nmkx odm]ksx b]qdsr vghbg ]qd vdhfgsdc hm sghr lhmhl]k odm]ksx sqdd ]qd
q1. . . . qm)j)0+ xhdkchmf nm’d( ; m) j-

Ud adfhm vhsg ] kdll] antmchmf sgd kdmfsg ne sgd fqddcx o]sgr eqnl ]mx b]qds
sn t+- Sghr kdll] hr d]rhkx oqnudc ax hmctbshnm-

Idll] 6,1, Ids S ad Xmx mnmdlosx rtaspdd ne sgd bnlokdsd spdd nm l kdudkr- Sgdm
sgd lXwhltl kdmfsg ne sgd fpddcx oXsg epnl Xmx bXpds sn t+ hr l-

Ugdm bnmrhcdqhmf onrrhakd odm]ksx sqddr enq dβd ; ’Sd. S)(+ vd ]f]hm ltrs
bnmrhcdq sgnrd b]qdsr nm sgd qhfgs rhcd sgd sqdd Sd- Kds Ld cdmnsd sgd mtladq ne
b]qdsr qi + enq 0 • i • 1m)j)1+ vghbg vdqd qhfgs b]qdsr hm ’S�. S)( ats ]qd mn knmfdq
qhfgs b]qdsr hm Sd+ ]mc Md sgd mtladq ne qhfgs b]qdsr hm Sd vghbg ]qd mns ]lnmfrs sgd
b]qdsr mtladqdc qi enq 0 • i • 1m)j)1- Nardqud sg]s k∞’dβd( ; k∞’d()Ld�Md-

Ud fhud ]m toodq antmc enq nm’dβd( hm nqcdq sn bnmsqnk km’dβd( ax bnmrsqtbshmf
] odm]ksx sqdd enq dβd vghbg hr mns mdbdrr]qhkx lhmhl]k ats vhkk fhud sgd drshl]sd
mdbdrr]qx sn oqnud Sgdnqdl 6-0- Ud cn sghr hm svn b]rdr+ cdodmchmf nm sgd rhfm ne
Ld �Md-

B]rd 09 Ld �Md / /, Bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd Pd enq dβd nmbd ]f]hm ax bgnnrhmf
sgd fqddcx o]sgr hm sgd sqdd Sd- Sgd qhfgs b]qdsr ne Sd ]qd a0 ≺ a0 ≺ a1 ≺ · · · ≺
ak ≺ qm)j)0 ≺ qm)j)1 ≺ · · · ≺ q1m)j)1 vgdqd rnld rtards ne sgd ffqrs k qhfgs
b]qdsr ]qd dpt]k sn qi enq u]ktdr ne i adsvddm 0 ]mc m ) j- Sgdrd ]ci]bdmbhdr
]knmd xhdkc ] rtasqdd vgdqd d]bg udqsdw+ nsgdq sg]m sgd hmhsh]k ]mc ffm]k udqshbdr+
g]r u]kdmbd svn- Enq d]bg i+ sgd kdes rtasqdd ne ai hm sgd sqdd Sd hr ] rtasqdd ne
sgd bnlokdsd sqdd vhsg j ) h ) 0 kdudkr+ vgdqd h • j- Hs enkknvr eqnl Kdll] 6-1
sg]s sgd fqddcx o]sg eqnl ] b]qds hm sgd kdes rtasqdd ne ai sn ai�0 g]r kdmfsg
]s lnrs j ) h ) 0+ vgdqd j ) h ) 0 • 1j ) 0 • m � 0- Sgdqdenqd vd rdd sg]s
mnmd ne sgd b]qdsr hm sgd kdes rtasqddr ne sgd ad bnqqdronmc sn vdhfgsdc odm]ksx
b]qdsr hm Pd- Sgtr nm’Pd( ; m ) j �Ld ) Md ; nm’d( �Ld ) Md+ ]mc sgd chΓdq,
dmbd hm odm]ksx bnmsqhatshnm sn sgd vnqc kdmfsg adsvddm d ]mc dβd hr antmcdc ]r
enkknvr9

nm’dβd(� nm’d( • Md �Ld.
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Pdb]kk eqnl ]anud sg]s k∞’dβd( ; k∞’d( )Ld � Md+ ]mc bnlahmd sgdrd drshl]sdr
sn antmc sgd chΓdqdmbd hm vnqc kdmfsg9

km’dβd(� km’d( ; ’k∞’dβd(� k∞’d(( ) 1’nm’dβd(� nm’d((

; ’Ld �Md( ) 1’nm’dβd(� nm’d((

• ’Ld �Md( ) 1’Md �Ld(

; Md �Ld

, /.

Hs enkknvr sg]s vgdm Ld �Md / /+ vd g]ud km’dβd( , km’d(-

B]rd 19 Ld �Md • / , Tmkhjd B]rd 0+ vd mnv athkc ] odm]ksx sqdd Pd trhmf ffqrs
sgd ]ci]bdmbhdr qi ≺ qi)0 oqdrdms hm S) enq 0 • i • 1m ) j+ ]ss]bghmf q0 sn sgd
ctllx b]qds t+- Sghr ]f]hm xhdkcr ] sqdd vgdqd d]bg udqsdw nsgdq sg]m sgd ffm]k
]mc hmhsh]k nmdr g]r u]kdmbd svn-

Ud mnv ]ss]bg udqshbdr sn Pd qdoqdrdmshmf sgd nsgdq odm]ksx b]qdsr ne Sd+ sgnrd
mns ]lnmfrs sgd b]qdsr qi enq 0 • i • 1m ) j- Enq d]bg rtbg b]qds n+ vd trd sgd
]ci]bdmbhdr ]knmf sgd fqddcx o]sg hm Sd eqnl n sn t+- Ud s]jd sgd knmfdrs rtao]sg
ne sgd fqddcx o]sg bnms]hmhmf n ats mnmd ne sgd qi b]qdsr+ ]mc ]ss]bg udqshbdr ]mc
dcfdr bnqqdronmchmf sn sgdrd ]ci]bdmbhdr sn Nd+ inhmhmf sghr o]sg sn sgd dwhrshmf
sqdd ]s sgd mdws b]qds ]knmf sgd o]sg+ vghbg hr mdbdrr]qhkx dhsgdq t+ nq qi enq rnld
0 • i • 1m) j- Ud bk]hl sg]s sgd chrs]mbd adsvddm n ]mc sg]s qi b]qds hr ]s lnrs
1j ) 0 • m� 0- Sghr vhkk hlokx sg]s mnmd ne sgdrd nsgdq b]qdsr n vhkk ad vdhfgsdc
b]qdsr hm Pd- Sn rdd vgx sgd bk]hl hr sqtd+ mnsd sg]s he b]qds n hr ] qhfgs b]qds hm Sd+
sgdm sgd chrs]mbd ]knmf sgd fqddcx o]sg sn sgd mdws qi b]qds hr ]s lnrs h • j- He n hr
mns ] qhfgs b]qds+ sgdm hs hr hm sgd kdes rtasqdd ne ] qhfgs b]qds n→ ne Sd- Sgd b]qds n→ hr
sgd qhfgs bghkc ne ] b]qds p+ vgdqd p hr dhsgdq ] qhfgs b]qds ne Sd nq sgd ctllx b]qds
t++ ]mc sgd fqddcx o]sg eqnl n sn t+ o]rrdr sgqntfg p- He sgd chrs]mbd eqnl p sn sgd
mdws qi b]qds ]knmf sg]s fqddcx o]sg hr l • h • j+ sgdm sgd kdes rtasqdd ne n→ hr ]
rtasqdd ne ] bnlokdsd sqdd vhsg j)’h�l()0 kdudkr- Hs enkknvr eqnl Kdll] 6-1 sg]s
sgd fqddcx o]sg eqnl n sn p g]r kdmfsg ]s lnrs j ) ’h�l( ) 0- Gdmbd+ sgd fqddcx
o]sg eqnl n sn ]m qi b]qds g]r kdmfsg ]s lnrs j)’h�l()l)0 ; j)h)0 • 1j)0+
drs]akhrghmf sgd bk]hl- Sgdqdenqd+ nm’Pd( ; nm’P(+ ]mc gdmbd nm’dβd( • nm’d(-

Ud antmc sgd chΓdqdmbd hm vnqc kdmfsg adsvddm d ]mc dβd ]r ]anud+ ]f]hm trhmf
sgd e]bs sg]s k∞’dβd( ; k∞’d( )Ld �Md-

km’dβd(� km’d( ; ’k∞’dβd(� k∞’d(( ) 1’nm’dβd(� nm’d((

; ’Ld �Md( ) 1’nm’dβd(� nm’d((

• ’Ld �Md( ) /

; Ld �Md

• /.
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Sghr rgnvr sg]s d hr ] onbjds ne cdosg ]s kd]rs j ]mc bnlokdsdr sgd oqnne ne sgd
sgdnqdl-

Ehm]kkx+ vd drs]akhrg ]m toodq antmc nm onbjds cdosg-

Sgdnpdl 6,2, .np m ≥ 0. E gXr mn onbidsr ne cdosg j vhsg pdrodbs sn Tm. he
j ≥ L]wP3m� 2. 1m) 0{-

Opnne, Ud vhkk rgnv sg]s enq dudqx d ∈ E + ]s kd]rs nmd ne km’dwd(+ enq / • h • 1m+
nq km’d�(+ vgdqd � ; w�0

1m�0w
�0
1m�1 · · ·w

�0
1 w�0

0 hr fqd]sdq sg]m km’d(- Rhmbd km’wd( •
km’w1m( ; 1m) 0 enq / • h • 1m+ ]mc km’�( ; 3m� 2+ sghr oqnudr sgd sgdnqdl-

Kds d ∈ E ad qdoqdrdmsdc ax sgd qdctbdc o]hq ch]fq]l ’S�. S)(+ q0 ≺ q1 ≺
· · · ≺ qk ad sgd qhfgs b]qdsr ne S�+ ]mc >d ad sgd kdes rtasqdd ne qd enq 0 • h • k-
Ehqrs nardqud sg]s+ enq 0 • h • 1m+ he k , h ) 0 nq he ansg k ≥ h ) 0 ]mc >d)0 ; ∅+
sgdm km’dwd( / km’d(- Sgtr vd mddc nmkx bnmrhcdq sgd b]rd sg]s k ≥ 1m ) 0 ]mc
>0. >1. . . .>1m)0 ]qd ]kk mns dlosx-

=rrtld sg]s vd ]qd hm sghr b]rd: vd vhkk rgnv adknv sg]s hs enkknvr sg]s km’d�( /
km’d(- Mnsd sg]s hm sghr b]rd+ sgd qdctbdc sqdd o]hq ch]fq]l enq d� hr ’S�. S)(- Hm
S�+ b]qdsr qd enq 1 • h • 1m ]qd ]kk hmsdqhnq+ vgdqd]r sgdx vdqd qhfgs b]qdsr hm
S�+ rn k∞’d�( ; k∞’d( ) 1m � 0- Sn bnlo]qd odm]ksx vdhfgs adsvddm d ]mc d�+
mnshbd sg]s ]kk ne sgd qd b]qdsr vghbg ]qd hmsdqhnq hm S� ]qd sxod M + rn sgdx qdl]hm
odm]ksx b]qdsr enq d�- Sgd nmkx bg]mfd hr hm sgd b]qds ]ci]bdmbhdr: sgd ]ci]bdmbhdr
qd ≺ q1m)0+ enq 1 • h • 1m � 0 ]qd oqdrdms hm S�+ ats mns hm S�- Ud bk]hl sg]s
nm’d( • nm’d�( ) m� 0-

Sn oqnud sghr bk]hl+ rtoonrd P hr ] lhmhl]k odm]ksx sqdd enq d�- Ud vhkk
bnmrsqtbs ] odm]ksx sqdd P → enq d ]r enkknvr- He P bnms]hmr mn dcfdr ne sgd enql
qd ≺ q1m)0+ enq 1 • h • 1m�0+ sgdm P → ; P hr ] odm]ksx sqdd enq d+ rn nm’d( • nm’d�(-
He P cndr bnms]hm nmd rtbg dcfd+ hs bnms]hmr nmkx nmd+ r]x qd ≺ q1m)0- Sgdm ]ksdq
P sn enql P → ax cdkdshmf sgd dcfd+ ]mc hmrdqshmf sgd dcfd q1m ≺ q1m)0+ mnshmf sg]s
q1m v]r ]kqd]cx ] udqsdw nm P + rhmbd hs g]r sxod M hm S�- Sgdm P → hr ] odm]ksx
sqdd enq d- Hs hr onrrhakd sg]s nm’P →( / nm’P(+ ats sghr onrrhakd hmbqd]rd b]m nmkx
ad b]trdc ax b]qdsr ]knmf sgd o]sg eqnl t+ sn q1m+ vghbg vdqd mns vdhfgsdc hm
P ats adbnld vdhfgsdc hm P →- Gnvdudq+ sgdqd b]m ad ]s lnrs m � 0 ne sgdrd+ rn
nm’P →( • nm’P( ) m� 0+ ]mc sgdqdenqd nm’d( • nm’d�( ) m� 0- Sgtr vd nas]hm sgd
mdbdrr]qx hmdpt]khsx9

km’d�( ; ’k∞’d�( ) 1nm’d�((

≥ k∞’d( ) ’1m� 0( ) 1’nm’d(� m) 0(

; km’d( ) ’1m� 0( ) 1’0� m(

; km’d( ) 0

vghbg oqnudr sgd sgdnqdl-
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=bimnvkdcfldmsr

Sgd sghqc ]tsgnq ]bjmnvkdcfdr o]qsh]k rtoonqs eqnl M]shnm]k Rbhdmbd Entmc]shnm
fq]ms CLR,/5/3534+ ]mc sgd rdbnmc ]mc sghqc ]tsgnqr ]bjmnvkdcfd o]qsh]k rtoonqs
eqnl ] Anvcnhm Bnkkdfd E]btksx Pdrd]qbg Fq]ms-

Pdedpdmbdr

Z0[ I- L- Adki ]mc J- R- Aqnvm) Dnqdrs ch]fq]lr enq Sgnlornm�r fqnto , ) HmsdpmTs� I�
6ifdapT Bnlots� 04’4fi5( ’1..4( 704fi74.-

Z1[ M- T- Anfnonk�ri–h ) Hmzmhsd bnlldmrtq]akd gxodqankhb fqntor ]qd ah,Khorghsy dpthu,
]kdms) 6ifdapT Jnfhb 25’2( ’0886( 044fi052-

Z2[ J- R- Aqnvm ]mc P- Fdnfgdf]m) 9m hmzmhsd,chldmrhnm]k snqrhnm,eqdd , F∞ fqnto)
Hmudms� LTsg� 66 ’0873( 256fi270-

Z3[ I- B]mmnm) 9klnrs bnmudw fqntor) Ednl� CdchbTsT 11 ’0876( 086fi10.-
Z4[ I- B]mmnm) V- Dknxc) L- Fq]xrnm ]mc V- Sgtqrsnm) Rnkufqntor ]qd mns ]klnrs

bnmudw) Ednl� CdchbTsT 20 ’0878( 180fi2..-
Z5[ I- V- B]mmnm) V- I- Dknxc ]mc V- P- O]qqx) Hmsqnctbsnqx mnsdr nm Phbg]qc

Sgnlornm�r fqntor) Dmrdhfm� LTsg� 31 ’0885( 104fi145-
Z6[ R- Bkd]qx ]mc S- P- Phkdx) 9 zmhsdkx oqdrdmsdc fqnto vhsg tmantmcdc cd]c dmc

cdosg) Mpnb� 6ldp� LTsg� Rnb� 023’1( ’1..5( 232fi238-
Z7[ R- Bkd]qx ]mc I- S]a]bi) Sgnlornm�r Fqnto , hr mns ]klnrs bnmudw) I� 6ifdapT

16�’0( ’1..2( 022fi038-
Z8[ R- Bkd]qx ]mc I- S]a]bi) Bnlahm]snqh]k oqnodqshdr ne Sgnlornm�r Fqnto , ) SpTmr�

6ldp� LTsg� Rnb� 245’6( ’1..3( 1714fi1738 ’dkdbsqnmhb(-
Z0.[ R- Bkd]qx ]mc I- S]a]bi) Cd]c dmc vnqcr hm K]lokhfgsdq fqntor ]mc nsgdq vqd]sg

oqnctbsr) P� I� LTsg� 45’1( ’1..4( 054fi067-
Z00[ R- A- Dnqcg]l) Lhmhl]k kdmfsg dkdldmsr ne Sgnlornm�r Fqnto , ) Ednl� CdchbTsT

77 ’1..2( 068fi11.-
Z01[ T- R- Fta]) Mm sgd Oqnodqshdr ne sgd B]xkdx fq]og ne Phbg]qc Sgnlornm�r Fqnto

, ) hm Hms� Bnme� Rdlhfpntor Tmc Epntor hm Gnmnp ne sgd 5.sg ahpsgcTv ne Mpne� Ingm
Qgncdr� HmsdpmTs� I� 6ifdapT Bnlots� 03’4fi5( ’1..3( 566fi6.1-

Z02[ L- Gnq]i) L- Rsdhm ]mc I- S]a]bi) Bnmudwhsx oqnodqshdr ne Sgnlornm�r Fqnto , )
oqdoqhms ’1..7(-

Z03[ R- Jhlonqs) Bnlotshmf vnqc kdmfsg hm Sgnlornm�r Fqnto , ) Anvcnhm Bnkkdfd Rdmhnq
Sgdrhr ’1..8(-

Z04[ B- D- Lhkkdq) HHH ]mc L- Rg]ohqn) Rnku]akd A]tlrk]f,Rnkhs]q fqntor ]qd mns ]klnrs
bnmudw) Ednl� CdchbTsT 61’1( ’0887( 012fi016-

Z05[ S- P- Phkdx ]mc 9- C- V]qrg]kk) Sgd tmantmcdc cd]c,dmc cdosg oqnodqsx hr mns ]
fqnto hmu]qh]ms) Hms� I� 6ifdapT BnlotsTshnm 05’4( ’1..5( 858fi872) 232fi238-

Z06[ L- Rg]ohqn ]mc L- Rsdhm) 9klnrs bnmudw fqntor ]mc sgd dhfgs fdnldsqhdr) Ednl�
CdchbTsT 44 ’0884( 014fi03.-

Z07[ B- Sghdk) Wtq D]rs,JnmudwhsP̆s dhmhfdq mhkonsdmsdq Fqtoodm) Anmmdp LTsg� Rbgphesdm
’0881(-

Z08[ 9- C- V]qrg]kk) 9 fqnto vhsg cddo onbidsr enq ]kk zmhsd fdmdq]shmf rdsr) oqdoqhms
’1..6(-
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