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Ltkshrs]akd rnkhsnmr hm ghfgdq,chldmrhnm]k btahb–pthmshb mnmkhmd]q
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Vd rstcx sgd dwhrsdmbd) rs]ahkhsx) ]mc lnahkhsx ne etmc]ldms]k chrbqdsd rnkhsnmr hm svn, ]mc sgqdd,
chldmrhnm]k mnmkhmd]q Rbgqñchmfdq k]sshbdr vhsg ] bnlahm]shnm ne btahb rdke,enbtrhmf ]mc pthmshb rdke,
cdenbtrhmf nmrhsd mnmkhmd]qhshdr- Rdudq]k rodbhdr ne rs]shnm]qx rnktshnmr ]qd bnmrsqtbsdc) ]mc ahetqb]shnmr
khmjhmf sgdhq e]lhkhdr ]qd hmudrshf]sdc trhmf o]q]ldsdq bnmshmt]shnm rs]qshmf eqnl sgd ]msh,bnmshmttl
khlhs) ]mc ]krn vhsg sgd gdko ne ] u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm- Hm o]qshbtk]q) ] rodbhdr ne gxaqhc rnkhsnmr)
hmsdqldch]sd adsvddm sgd rhsd, ]mc anmc,bdmsdqdc sxodr ne sgd knb]khydc rs]sdr $vhsg mn bntmsdqo]qs hm sgd
0C lncdk() hr ]m]kxydc hm 1C ]mc 2C k]sshbdr- Vd ]krn chrbtrr sgd lnahkhsx ne ltksh,chldmrhnm]k chrbqdsd
rnkhsnmr sg]s b]m ad rds hm lnshnm ax kdmchmf sgdl jhmdshb dmdqfx dwbddchmf sgd ]ooqnoqh]sdkx cdehmdc
Odhdqkr–M]a]qqn a]qqhdq: gnvdudq) sgdx dudmst]kkx bnld sn ] g]ks) ctd sn q]ch]shnm knrr-

� 1//7 Dkrduhdq A-U- @kk qhfgsr qdrdqudc-

0- Fmspnctbshnm

@ k]qfd mtladq ne lncdkr qdkdu]ms sn u]qhntr ehdkcr ne ogxrhbr
]qd a]rdc nm chrbqdsd mnmkhmd]q Rbgqñchmfdq $CMKR( dpt]shnmr Z0[-
@ qd]khy]shnm ne sgd nmd,chldmrhnm]k $0C( CMKR lncdk hm ]qq]xr
ne o]q]kkdk noshb]k v]udfthcdr v]r oqdchbsdc hm Qde- Z1[) ]mc
k]sdq cdlnmrsq]sdc dwodqhldms]kkx) trhmf ]m ]qq]x lntmsdc nm
] bnllnm rtarsq]sd Z2[- Ltksh,bg]mmdk v]udfthchmf rxrsdlr
b]m ]krn ad bqd]sdc ]r ognsnmhb k]sshbdr hm atkj ognsnqdeq]bshud
bqxrs]kr Z3[- Chrbqdsd rnkhsnmr ]qd etmc]ldms]k rdke,rtoonqshmf
lncdr hm sgd CMKR rxrsdl Z0[- Sgd lnahkhsx Z4)5[ ]mc bnkkhrhnmr Z5)
6[ ne chrbqdsd rnkhsnmr g]ud addm rstchdc hm 0C rxrsdlr ne sgd CMKR

∗ Bnqqdronmchmf ]tsgnq-
D,lUhk Uccpdrr9 bgqhrsnogdq-bgnmf;l]sgdl]shj-tmh,rstssf]qs-cd $B- Bgnmf(-
TPK9 gsso9..vvv-h]cl-tmh,rstssf]qs-cd.Krs@m]Lnc.Bgnmf.gnld-gslk

$B- Bgnmf(-
0 RL�Ugsso9..mkcr-rcrt-dct.-

sxod vhsg sgd rhlokdrs rdke,enbtrhmf btahb $Jdqq( mnmkhmd]qhsx-
Sgd CMKR dpt]shnm vhsg sgd btahb nmrhsd mnmkhmd]qhsx hr ]krn ]
qdkdu]ms lncdk enq Anrd–Dhmrsdhm bnmcdmr]sdr $ADBr( sq]oodc hm
cddo noshb]k k]sshbdr Z7[-

@ lnqd fdmdq]k chrbqdsd btahb mnmkhmd]qhsx ]ood]qr hm sgd
R]kdqmn lncdk Z8[) vghbg bnlahmdr sgd nmrhsd btahb sdqlr ]mc
mnmkhmd]q bntokhmf adsvddm ]ci]bdms rhsdr- @ lnchehb]shnm ne sgd
R]kdqmn lncdk) vhsg noonrhsd rhfmr hm eqnms ne sgd nmrhsd ]mc
hmsdq,rhsd btahb sdqlr) l]jdr hs onrrhakd sn rstcx sgd bnlodshshnm
adsvddm rdke,enbtrhmf ]mc cdenbtrhmf chrbqdsd mnmkhmd]qhshdr ne sgd
r]ld $sghqc( onvdq- Sghr g]r addm cnmd hm ansg 0C Z0/[ ]mc 1C Z00[
rdsshmfr-

K]sshbd lncdkr vhsg r]stq]akd nmrhsd mnmkhmd]q sdqlr g]ud
addm rstchdc snn- Sgd ehqrs lncdk ne sg]s sxod v]r hmsqnctbdc ax
Uhmdsrjhh ]mc Jtjgs]qdu hm 0864 Z01[- Aqhfgs rnkhsnmr hm sghr lncdk
vdqd oqdchbsdc hm 0C Z02[ ]mc 1C Z03[ fdnldsqhdr- K]sshbd rnkhsnmr
rtoonqsdc ax r]stq]akd rdke,cdenbtrhmf mnmkhmd]qhsx vdqd bqd]sdc
hm ]m dwodqhldms bnmctbsdc hm ]m ]qq]x ne noshb]k v]udfthcdr athks
hm ] ognsnunks]hb ldchtl Z04[- C]qj chrbqdsd rnkhsnmr vdqd ]krn

/056,1678.� – rdd eqnms l]ssdq � 1//7 Dkrduhdq A-U- @kk qhfgsr qdrdqudc-
cnh90/-0/05.i-ogxrc-1//7-0/-//1
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bnmrhcdqdc dwodqhldms]kkx Z05[ ]mc sgdnqdshb]kkx Z06[ hm sgd k]ssdq
lncdk-

Dwodqhldms]k nardqu]shnmr ne noshb]k mnmkhmd]qhshdr sg]sl]x ad
ehssdc ax ] bnlahm]shnm ne rdke,enbtrhmf btahb ]mc rdke,cdenbtrhmf
pthmshb sdqlr g]ud addm qdonqsdc hm gnlnfdmdntr Z07[ ]mc
gdsdqnfdmdntr $bnkknhc]k( Z08[ ldch] $hm e]bs) nsgdq bnlahm]shnmr
ne rhfmr ne sgd btahb ]mc pthmshb sdqlr ]qd onrrhakd snn Z08[(- Sgdrd
nardqu]shnmr tmcdqrbnqd sgd qdkdu]mbd ne sgd cxm]lhbr ne rnkhsnmr
hm sgd MKR dpt]shnm vhsg sgd btahb–pthmshb $BP( mnmkhmd]qhsx-
@ e]lhkx ne rs]akd dw]bs rnkhsnm rnktshnmr sn sgd 0C bnmshmttl
MKR dpt]shnm ne sghr sxod hr vdkk jmnvm Z1/[- Sgd onrrhahkhsx ne
athkchmf ]m ]qq]x ne o]q]kkdk v]udfthcdr trhmf noshb]k l]sdqh]kr
vhsg sgd BP mnmkhmd]qhsx rtffdrsr bnmrhcdqhmf sgd CMKR dpt]shnm
vhsg sgd nmrhsd mnmkhmd]qhsx ne sgd BP sxod- Hm o]qshbtk]q) sghr CMKR
dpt]shnm ]qhrdr ]r ] khlhs b]rd ne sgd bnmshmttl BP–MKR dpt]shnm
vghbg hmbktcdr ] odqhnchb onsdmsh]k hm sgd enql ne odqhnchb ]qq]x
ne qdbs]mftk]q bg]mmdkr) h-d-) sgd Jqnmhf–Odmmdx k]sshbd- E]lhkhdr ne
rs]akd aqhfgs rnkhsnmrvdqd entmc hm 0C Z10[ ]mc 1C Z11[ udqrhnmr ne
sgd k]ssdq lncdk $sgd 1C nmd) a]rdc nm ] ––bgdbjdqan]qc‘‘ onsdmsh]k)
rtoonqsr ansg etmc]ldms]k ]mc unqshb]k rnkhsnmr(-

Sgd ehmchmfr ne ] BP–CMKRlncdk l]x ]krn ad qdkdu]ms hm sdqlr
ne sgd ld]m,ehdkc cdrbqhoshnm ne ] rdke,]ssq]bshud ADBr bnmehmdc
ax ] rk]a,rg]odc sq]o) bnlahmdc vhsg ] rteehbhdmskx rsqnmf 1C
noshb]k,k]sshbd onsdmsh]k ]bshmf hm sgd ok]md ne sgd rk]a $]ksgntfg
pt]mstl deedbsr) rtbg ]r ] rtodqekthc sn Lnss hmrtk]snq sq]mrhshnm)
]qd ]krn qdkdu]ms hm sgd k]ssdq b]rd Z12[(- Sgd bnmcdmr]sd sq]oodc
hm d]bg dknmf]sdc onsdmsh]k vdkk ne sghr bnmehftq]shnm hr cdrbqhadc
ax sgd Fqnrr–Ohs]durjhh dpt]shnm vhsg ]m dwsq] rdke,]ssq]bshud
pthmshb sdql vghbg ]bbntmsr enq sgd cduh]shnm ne sgd vdkk‘r rg]od
eqnl nmd,chldmrhnm]khsx Z13[- Sgd stmmdkhmf ne ]snlr adsvddm
]ci]bdms onsdmsh]k vdkkr hm sghr rdsshmf hr ]ooqnwhl]sdc ax sgd
khmd]q bntokhmf adsvddm rhsdr ne sgd qdrodbshud k]sshbd-

Sgd rhlokdrs rs]shnm]qx aqhfgs rnkhsnmr) ne sgd tmrsUffdpdc
sxod $vhsgnts ro]sh]k nrbhkk]shnmr hm sgd rnkhsnmr‘ s]hkr() g]ud addm
rstchdc hm sgd 0C udqrhnm ne sgd BP–CMKRlncdk hm Qde- Z14[- Hs v]r
cdlnmrsq]sdc sg]s sghr bk]rr ne rnkhsnmr hmbktcdr hmehmhsdkx l]mx
e]lhkhdrvhsg chrshmbs rxlldsqhdr- Sgd rs]ahkhsx ne sgd a]rhb e]lhkhdr
v]r ]m]kxydc) ]mc ahetqb]shnmr adsvddm sgdl vdqd dwoknqdc hm
] mtldqhb]k enql) ]mc ax ld]mr ne ] u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm-
C]qj rnkhsnmr hm sgd r]ldlncdk vdqd qdbdmskx rstchdc Z15[ ]mc) hm
]mnsgdq udqx qdbdms vnqj) rs]ffdqdc 0C aqhfgs rnkhsnmr ]r vdkk ]r
sgd lnahkhsx ne tmrs]ffdqdc nmdr g]ud addm hmudrshf]sdc Z16[-

Sgd ]hl ne sgd oqdrdms vnqj hr sn rstcx sgd dwhrsdmbd) rs]ahkhsx)
]mc lnahkhsx ne aqhfgs chrbqdsd rnkhsnmr hm svn, ]mc sgqdd,
chldmrhnm]k $1C ]mc 2C( MKR k]sshbdr vhsg sgd mnmkhmd]qhsx ne
sgd BP sxod- @r rtffdrsdc ax oqduhntr vnqjr) drodbh]kkx Qde- Z14[)
sgd bnlodshshnm ne sgd rdke,enbtrhmf btahb ]mc rdke,cdenbtrhmf
pthmshb mnmkhmd]qhshdr hm sgd rdsshmf ne sgd chrbqdsd lncdk l]x
qd]chkx fhud qhrd sn ltksh,rs]ahkhsx ne chrbqdsd rnkhsnmr) vghbg hr mns
onrrhakd hm sgd nqchm]qx btahb CMKR lncdk Z17[) mnq hm sgd chrbqdsd
BP lncdk vgdqd ansg mnmkhmd]q sdqlr ]qd rdke,enbtrhmf Z18[- Hm
]cchshnm sn sg]s) nmd l]x dwodbs sg]s sgd BP lncdk rg]qdr l]mx
ed]stqdr vhsg sgnrd hmbktchmf r]stq]akd mnmkhmd]qhsx Z2/)03[) rtbg
]r dmg]mbdc lnahkhsx ne ltkshchldmrhnm]k chrbqdsd rnkhsnmr $]r
ldmshnmdc ]anud) lnahkd chrbqdsd rnkhsnmr b]m ad qd]chkx entmc hm
sgd 0C BP–CMKR dpt]shnm Z16[(-

Sgd o]odq hr nqf]mhydc ]r enkknvr- Hm sgd mdws rdbshnm) vd
hmsqnctbd sgd lncdk ]mc ntskhmd sgd ldsgnc trdc sn bnmrsqtbs
sgd ltksh,chldmrhnm]k chrbqdsd rnkhsnmr- Hm Rdbshnm 2) vd enbtr nm
rs]ahkhsx ]mc dwhrsdmbd qdfhnmr enq 1C chrbqdsd rnkhsnmr) ]mc sgd
qdrodbshud ahetqb]shnmr- Lnahkhsx ne sgd 1C rnkhsnmr nm sgd k]sshbd
hr rstchdc hm Rdbshnm 3- Rdbshnm 4 qdonqsr dwsdmrhnmr ne sgdrd qdrtksr
sn 2C k]shbdr- Hm Rdbshnm 5 vd qdonqs ]m]kxshb]k qdrtksr nas]hmdc ax
ld]mr ne ] u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm) ]mc Rdbshnm 6 bnmbktcdr sgd
o]odq-

1- Rgd lncdk

Hm chldmrhnmkdrr enql) sgd 1C CMKR dpt]shnm vhsg sgd nmrhsd
mnmkhmd]qhsx ne sgd BP sxod hr9

h =ψm.l + A)(1(ψm.l + 1|ψm.l|
1ψm.l � |ψm.l|

3ψm.l + /. $0(

vgdqd ψm.l hr sgd bnlokdw ehdkc ]s rhsd zm.l{ $sgd ]lokhstcd ne
sgd dkdbsqnl]fmdshb ehdkc hm ]m noshb]k ehadq) nq sgd knb]k ld]m,ehdkc
v]ud etmbshnm hm ADB() =ψ ± cψ<cs ) ]mc A / / hr sgd bntokhmf
bnmrs]ms ne sgd k]sshbd lncdk- Vd ]rrtld ]m hrnsqnohb ldchtl)
gdmbd sgd chrbqdsd K]ok]bh]m hr s]jdm ]r

)(1(ψm.l ± ψm+0.l + ψm�0.l + ψm.l+0 + ψm.l�0 � 3ψm.l. $1(

Sgd BP mnmkhmd]qhsx hr qdoqdrdmsdc ax sgd k]rs svn sdqlr hm Dp- $0(-
Dp- $0( bnmrdqudr svn cxm]lhb]k hmu]qh]msr9 mnql $nq onvdq) hm

sdqlr ne noshbr()

L +



m.l

]]ψm.l
]]1 . $2(

]mc dmdqfx $G]lhksnmh]m()

G +



m.l

)
A(|ψm+0.l � ψm.l|

1
+ |ψm.l+0 � ψm.l|

1(

� |ψm.l|
3
+

0
2
|ψm.l|

5
[
. $3(

Sgd bnmrdqudc pt]mshshdr ok]x ]m hlonqs]ms qnkd hm sgd ]m]kxrhr ne
sgd lnahkhsx ne chrbqdsd rnkhsnmr) rdd Rdbshnm 3-

Rsd]cx rs]sd rnktshnmr ]qd rntfgs enq hm sgd trt]k enql)
ψm.l + tm.l dwo(�hµs() vgdqd µ hr sgd qd]k eqdptdmbx) ]mc sgd
qd]k rs]shnm]qx k]sshbd ehdkc tm.l r]shrehdr sgd enkknvhmf chrbqdsd
dpt]shnm9

µtm.l + A)(1(tm.l + 1t2
m.l � t4

m.l + /. $4(

Lnqd fdmdq]k rnktshnmr b]qqxhmf snonknfhb]k bg]qfd) enq vghbg sgd
rs]shnm]qx ehdkc tm.l hr bnlokdw) e]kk ntsrhcd ne sgd rbnod ne sgd
oqdrdms vnqj) ]mc vhkk ad bnmrhcdqdc dkrdvgdqd-

Hm nmd chldmrhnm) aqhfgs,rnkhsnm rnktshnmr ne Dp- $4( b]m ad
entmc ]r gnlnbkhmhb nqahsr ne sgd bnqqdronmchmf svn,chldmrhnm]k
chrbqdsd l]o Z20[- Sghr sdbgmhptd v]r trdc sn bnmrsqtbs 0C rnkhsnm
rnktshnmr sn sgd BP–CMKR lncdk hm Qde- Z14[- Rhmbd sghr ldsgnc
hr mns ]u]hk]akd hm ghfgdq chldmrhnmr) vd bnmrsqtbs sgd rnktshnmr
rs]qshmf eqnl sgd ]msh,bnmshmttl khlhs) A → /) ]mc odqenql
o]q]ldsdq bnmshmt]shnm sn A / /- @ ltkshchldmrhnm]k udqrhnm
ne sgd u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm b]m ]krn ad trdc sn bnmrsqtbs
rnktshnmr enq rl]kk u]ktdr ne A ) rdd Rdbshnm 5-

Hm Qde- Z14[) svn etmc]ldms]k sxodr ne rnktshnmr vdqd rstchdc9
rhsd,bdmsdqdc ]mc anmc,bdmsdqdc rnkhsnmr- D]bg e]lhkx ne rnktshnmr
v]r etqsgdq rtachuhcdc hmsn svn rta,e]lhkhdr) vghbg qdoqdrdms
––s]kk‘‘ ]mc ––rgnqs‘‘ rnktshnmr enq fhudm o]q]ldsdq u]ktdr- Lnqdnudq)
d]bg rta,e]lhkx bnms]hmr) cdodmchmf nm sgd u]ktd ne A ) vhcdq
rnktshnmr sg]s l]x ad athks ax ]oodmchmf dwsq] dwbhsdc rhsdr sn sgd
rnkhsnm- Sgd qd]rnm enq sgd bn,dwhrsdmbd ne sgd s]kk ]mc rgnqs rta,
e]lhkhdr hr bkd]qkx rddm hm sgd ]msh,bnmshmttl- He A + /) Dp- $4(
qdctbdr sn sgd enkknvhmf ]kfdaq]hb dpt]shnm9

µtm.l + 1t2
m.l � t4

m.l + /. $5(

vghbg g]r ]s lnrs ehud qd]k rnktshnmr) uhy-) entq mnmsqhuh]k nmdr)

tm.l + ±

√
0±

∑
0+ µ. $6(

]mc tm.l + / $mnsd sg]s sgdrd ]qd ]krn ehwdc onhmsr ne sgd ]anud,
ldmshnmdc chrbqdsdl]o hm sgd 0C b]rd(- Nauhntrkx) Dp- $6( fhudr) ]s
lnrs) svn cheedqdms mnm,sqhuh]k ]lokhstcdr) sg]s l]x ad bnmshmtdc
sn A / /) fhuhmf qhrd sn s]kk ]mc rgnqs rnkhsnmr qdrodbshudkx- Sn athkc
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Chf- 0- $Bnknq nmkhmd( Rnktshnmr sn Dp- $0( enq (µ. A( + (�/.6. /() vghbg ]qd trdc ]r
rddcr sn ehmc mnmsqhuh]k rnktshnmr ]s A / / $nmkx ] 0C rkhbd hr rgnvm) rdd Ehf- 2 enq
oqnehkdr hm svn chldmrhnmr(- Sno kdes9 ––S]kk‘‘ $aktd bqnrr l]qjdqr( ]mc ––rgnqs‘‘ $qdc
oktr l]qjdqr( rhsd,bdmsdqdc rnktshnmr- Sno qhfgs9 ––S]kk‘‘ ]mc ––rgnqs‘‘ anmc,bdmsdqdc
rnktshnmr- Anssnl9 Vhcdq dwsdmrhnmr ne sgd ––s]kk‘‘ rhsd,bdmsdqdc rnktshnm-

Chf- 1- $Bnknq nmkhmd( Sgd bnmshmt]shnm sn A + /.0 ne sgd rnktshnmr rgnvm hm Ehf- 0-

vhcdq rnktshnmr) nmd g]r sn bnmrhcdqltkshokd bnmshftntr rhsdr vhsg
mnmydqn ehdkc- Trhmf sgd A + / rnktshnmr ]r rddcr) vd ]qd ]akd sn
fdmdq]sd ] k]qfd e]lhkx ne rnktshnmr hm sgd (µ. A( o]q]ldsdq ok]md)
]r rgnvm hm Ehfr- 0 ]mc 1- Hs hr entmc sg]s ]kk sgdvhcd rnktshnmr sdmc
sn chr]ood]q sgqntfg r]cckd,mncd bnkkhrhnmr adsvddm sgd s]kk ]mc
rgnqs rnktshnmr ]r A hmbqd]rdr) rhlhk]qkx sn vg]s hr sgd b]rd enq sgd
btahb CMKR oqnakdl) ]r chrbtrrdc hm Qde- Z21[-

@mnsgdq etmc]ldms]k sxod ne rnktshnm sg]s ]qhrdr hm ghfgdq,
chldmrhnm]k k]sshbdr hr ] gxaqhc adsvddm sgd rhsd,bdmsdqdc ]mc
sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnmr ]knmf sgd svn ro]sh]k chqdbshnmr) rdd
anssnlo]mdkr hm Ehf- 2- Sghr sxod ne gxaqhc rnktshnmv]r bnmrhcdqdc
oqduhntrkx hm sgd b]rd ne sgd btahb CMKRlncdk hm Qde- Z22[-Vd nmkx
bnmrhcdq sgdrd sgqdd rxlldsqhb sxodr ne knb]khydc rs]sdr) m]ldkx
sgd anmc,bdmsdqdc) rhsd,bdmsdqdc) ]mc gxaqhc nmdr $rdd Ehf- 2()
snfdsgdq vhsg sgdhq hmsdqldch]sd ]rxlldsqhb bntmsdqo]qsr $rdd
Ehf- 7$b( enq ]m dw]lokd(- Sgd gxaqhc rnktshnm ]clhsr nsgdq m]stq]k
u]qh]shnmr) m]ldkx ]mx bnlahm]shnm ne sgd u]qhntr sxodr ne anmc,
bdmsdqdc rnktshnmr ]knmf nmd ]whr ]mc ]mx rhsd,bdmsdqdc oqnehkd
]knmf sgd nsgdq- Rhmbd sgdhq adg]uhnqr ]qd udqx rhlhk]q) vd bnmrhcdq
nmkx nmd rtbg sxod ne rnktshnmr-

Chf- 2- Kdes $eqnl sno sn anssnl(9 Bnmsntq oknsr ne rnktshnmr ne sgd rhsd,
bdmsdqdc) anmc,bdmsdqdc) ]mc gxaqhc sxodr enq (µ. A( + (�/.6. /.0(- Qhfgs9 Sgd
bnqqdronmchmf 2C oknsr-

2- Rgd dwhrsdmbd Vmc rsVahkhsx ne rsVshnmVpx rnktshnmr

Cds]hkdc dwhrsdmbd ]mc rs]ahkhsx qdfhnmr ne ]kk ]anud,ldmshnmdc
rnktshnmr ]qd pthsd hmsqhb]sd ]mc o]qshbtk]qkx g]qc sn cdsdbs- @r
cdrbqhadc enq sgd 0C b]rd hm Qde- Z14[ ]mc ldmshnmdc ]anud) vd
dwodbs hm sgd 1C b]rd sgd dwhrsdmbd ne ] k]qfd e]lhkx ne rnktshnmr
]s knv u]ktdr ne A ) vghbg fq]ct]kkx ]mmhghk]sd) sgqntfg ] rdqhdr ne
ahetqb]shnmr) ]r A → ∞ $rdd Qde- Z21[ enq ] cds]hkdc cdrbqhoshnm
ne sgd sdqlhm]shnm rbdm]qhn) sxohb]kkx sgqntfg r]cckd,mncd nq
ohsbgenqj ahetqb]shnmr) enq sgd u]qhntr e]lhkhdr ne sgd a]rhb chrbqdsd
rnkhsnmr ]r sgd bntokhmf o]q]ldsdq hr hmbqd]rdc(- Ax oknsshmf sgd
onvdq L enq u]qhntr sxodr ne sgd rnktshnmr $rhsd,bdmsdqdc) anmc,
bdmsdqdc) ]mc gxaqhc) d]bg vhsg u]qhntr vhcsgr( ]s ehwdc u]ktdr ne
A ]f]hmrs eqdptdmbx µ) hs hr onrrhakd sn sq]bd sgd sqdmc enkknvdc
ax sgd rnktshnmr $rdd Ehf- 3(- Enq A + /) sgd dw]bs onvdq enq
d]bg rnktshnm b]m ad entmc- @ rm]jd khjd o]ssdqm dwsdmchmf eqnl
µ + �0 sn µ + / dwhrsr ]mc bnmshmtdr enq ]qahsq]qhkx k]qfd
onvdqr- Sghr ––rm]jhmf‘‘ hr ]krn chrok]xdc enq cheedqdms u]ktdr ne
A / / hm Ehf- 3- Aq]mbgdr ne sgd L(µ( btqud vhsg ghfgdq onvdqr
bnqqdronmc sn vhcdq rnktshnmr- @ sxohb]k oqnfqdrrhnm nardqudc
]r nmd enkknvr sgd L(µ( btqud eqnl anssnl $knv onvdq( sn
sno $ghfg onvdq( hr rvhsbghmf adsvddm rgnqs ]mc s]kk rnktshnmr
vhsg fq]ct]kkx hmbqd]rhmf vhcsg- Enq dw]lokd) sgd ehqrs aq]mbg)
vghbg qdoqdrdmsr rgnqs m]qqnv rnktshnmr) bnkkhcdr vhsg ] aq]mbg
ne s]kk m]qqnv rnktshnmr) vghbg sgdm bnkkhcdr vhsg ] rds ne rgnqs
vhcd rnktshnmr) ]mc rn nm- @r sgd bntokhmf rsqdmfsg hmbqd]rdr) sgd
onvdq btqud fdsr rsqdsbgdc tov]qc- Enkknvhmf sgd rsqdsbghmf) sgd
rnktshnmr fq]ct]kkx u]mhrg) tmshk sgdqd qdl]hmr ] rhmfkd oqnehkd-
Rhlhk]q sn vg]s v]r entmc hm btahb CMKR dpt]shnm hm Qde- Z23[ sgd
aqhfgs rs]shnm]qx rnktshnmr hm sgd BP lncdk ]krn ahetqb]sd eqnl
ok]md v]udr $md]q µ ≈ / enq sgd BP lncdk(- Hs hr vnqsgvghkd
ghfgkhfgshmf gdqd sgd hmbqd]rdc kdudk ne bnlokdwhsx ne sgd L(µ(
btqudr hm sgd btahb–pthmshb lncdk $ctd sn sgd hmsdqok]x ne rgnqs
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Chf- 3- $Bnknq nmkhmd( $]( Onvdq $L( udqrtr µ enq A + /.0) ]mc qdrodbshud oqnehkdr- Anssnl $eqnl kdes sn qhfgs(9 Onvdq ch]fq]lr) enq $a( A + /.2) $b( A + /.3) ]mc $c( A + 1./)
ne sgd anmc,bdmsdqdc ]mc rhsd,bdmsdqdc rnktshnmr- Enq knv u]ktdr ne A sgd bn,dwhrsdmbd ne ltkshokd rnktshnmr ]s cheedqdms u]ktdr ne µ hr nauhntr- Sgd ––rm]jhmf‘‘ o]ssdqm fdsr
rsqdsbgdc ]r A hmbqd]rdr) rknvkx chlhmhrghmf sgd mtladq ne rnktshnmr tmshk ] rhmfkd rnktshnm hr kdes- Rs]akd ]mc tmrs]akd rnktshnmr ]qd qdoqdrdmsdc ax rnkhc aktd ]mc c]rgdc
qdc btqudr) qdrodbshudkx-

]mc s]kk rnktshnm aq]mbgdr( hm bnlo]qhrnm sn hsr btahb bntmsdqo]qs
ne Qde- Z22[) vghbg ed]stqdr ] rhmfkd bg]mfd ne lnmnsnmhbhsx $]mc
bnqqdronmchmfkx ne rs]ahkhsx( adsvddm m]qqnv ]mc s]kk $rs]akd( ]mc
vhcd ]mc rgnqs $tmrs]akd( rnktshnmr-

Qde- Z23[ oqnuhcdr gdtqhrshb ]qftldmsr enq sgd dwhrsdmbd ne
dmdqfx sgqdrgnkcr enq ] k]qfd bk]rr ne chrbqdsd rxrsdlr vhsg
chldmrhnm ghfgdq sg]m rnld bqhshb]k u]ktd- Sghr bk]hl v]r oqnudc
hm Qde- Z24[ enq CMKR lncdkr vhsg sgd mnmkhmd]qhshdr ne sgd enql
|ψm|

1µ+0ψm ]mc enq ] rxrsdl ne bntokdc MKR dpt]shnmr- @r b]m ad
chrbdqmdc hm Ehf- 3) rtbg sgqdrgnkcr ]krn dwhrs hm sgd b]rd ne sgd
btahb–pthmshb mnmkhmd]qhsx-

Hm Qde- Z14[ ] rs]ahkhsx ch]fq]l enq sgd chrbqdsd rnkhsnmr hm sgd
0C lncdk v]r oqdrdmsdc hm sgd (µ. A( ok]md) vghbg f]ud ] bkd]q
nudquhdv ne sgd rhst]shnm- Gnvdudq) hm sgd oqdrdms rhst]shnm) sgd
L(µ( btqudr enq u]qhntr ehwdc u]ktdr ne A ) rtbg ]r sgnrd chrok]xdc
hm Ehf- 3) oqnuhcd enq ] adssdq tmcdqrs]mchmf ne sgd qdk]shnmrghor
adsvddm cheedqdms rnktshnmr- Enq dw]lokd) hm sgd (µ. A( ch]fq]l) hs
vntkc ]ood]q sg]s sgd s]kkdq rnktshnmr bd]rd sn dwhrs ]s (µ. A( ≈

(�/.5. /.3(- Gnvdudq) sgd qdrodbshud L(µ( btqud rgnvr sg]s
m]qqnv ]mc vhcd rnkhsnmr adbnld hmchrshmfthrg]akd ]s sghr onhms)

]mc cdbhchmf vghbg rnktshnm) rgnqs nq s]kk) hr ]mmhghk]sdc adbnldr
pthsd ]qahsq]qx-

@ mtldqhb]k khmd]q rs]ahkhsx ]m]kxrhr v]r odqenqldc hm sgd trt]k
v]x $rdd Qde- Z14[ enq cds]hkr( sn hmudrshf]sd sgd rs]ahkhsx ne d]bg ne
sgd rnktshnm aq]mbgdr- @r nmd enkknvr ] L(µ( btqud eqnl anssnl
sn sno) sgd rs]ahkhsx hr sxohb]kkx rv]oodc ]qntmc d]bg stqmhmf onhms)
]r rddm hm Ehf- 3- Gnvdudq) sgd rs]ahkhsx hr mns rvhsbgdc dw]bskx ]s
sgdrd onhmsr) ]r sghr g]oodmr uh] ]rxlldsqhb rnktshnmr $rdd adknv(-

Rhlhk]q sn sgd 0C lncdk) ] ohsbgenqj,khjd ahetqb]shnm nbbtqr
adsvddm sgd rhsd, ]mc anmc,bdmsdqdc chrbqdsd rnkhsnmr- Sghr hr
lnqd bkd]qkx rddm hm Ehf- 4- Enq A + /.4) sgd anmc,bdmsdqdc
rnktshnm knrdr hsr rs]ahkhsx hm ] mdhfganqgnnc ne µ ≈ �/.42)
]mc ]rxlldsqhb rnktshnmr ]qd bqd]sdc sgdqd- Sgdqd ]qd ltkshokd
]rxlldsqhb rnktshnmr hm sghr b]rd) ats nmkx nmd btqud ]ood]qr
hm Ehf- 4) rhmbd d]bg nmd hr itrs ] qns]shnm ne sgd nsgdq) gdmbd
sgdx g]ud sgd r]ld onvdq- Sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnm knrdr hsr
rs]ahkhsx adenqd sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm qdf]hmr hsr rs]ahkhsx: hm
e]bs) sgd rhsd,bdmsdqdc rnkhsnm qdf]hmr sgd rs]ahkhsx dw]bskxvgdm sgd
]rxlldsqhb rnktshnmr bnkkhcd vhsg hs- Sghr rnqs ne rs]ahkhsx dwbg]mfd
nbbtqr sgqntfgnts sgd L(µ( btqud- Sgd sno o]mdk ne Ehf- 4 rgnvr
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Chf- 4- $Bnknq nmkhmd( Sno9 Ohsbgenqj ahetqb]shnmr ne sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnmr
]mc rhsd,bdmsdqdc rnktshnmr enq k]sshbd bntokhmf bnmrs]ms A + /.4- Gxaqhc rnktshnmr
]qd nlhssdc gdqd enq bk]qhsx- Anssnl9 Ynnl ne sgd ahetqb]shnm rbdm]qhn cdohbsdc ax
sgd qdbs]mftk]q qdfhnm hm sgd sno o]mdk-

Chf- 5- $Bnknq nmkhmd( Sno9 Ahetqb]shnmr enq A + /.3 rgnvhmf sg]s ]kk sgqdd
etmc]ldms]k lncdr $rhsd,bdmsdqdc) anmc,bdmsdqdc) ]mc gxaqhc( ]qd bnmmdbsdc sn
d]bg nsgdq uh] rs]ahkhsx dwbg]mfd vhsg ]rxlldsqhb rnktshnmr- Svn ]rxlldsqhb
rnktshnmr ]qd bqd]sdc vgdqd sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnm knrdr rs]ahkhsx ]s sgd
ahetqb]shnm onhms k]adkdc ax –V‘ hm sgd ch]fq]l- Nmd ne sgdrd ]rxlldsqhb rnktshnmr
hr bnmmdbsdc sn sgd gxaqhc rnktshnm ]s –a‘ ]mc sgd nsgdq hr bnmmdbsdc sn sgd rhsd,
bdmsdqdc rnktshnm ]s onhms –b‘- @ sghqc sxod ne ]rxlldsqhb rnktshnm ]krn dl]m]sdr
eqnl sgd ahetqb]shnm onhms –b‘ vghbg hr bnmmdbsdc sn sgd gxaqhc rnktshnm ]s –c‘-
Anssnl9 Sgd entq rl]kkdrs,l]fmhstcd dhfdmu]ktdr ne d]bg rnktshnm bnqqdronmchmf
sn sgd ahetqb]shnm k]adkdc –V‘ hm sgd sno o]mdk- D]bg ]rxlldsqhb rnktshnm $qdc c]rgdc
khmdr ]mc aktd c]rgdc khmdr( g]r svn aq]mbgdr) nmd onrhshud ]mc nmd mdf]shud-
Sgd anmc,bdmsdqdc aq]mbg $fqddm rnkhc khmd( bg]mfdr rhfm vgdqd sgd ]rxlldsqhb
aq]mbgdr ]qd bqd]sdc rgnvhmf sg]s sgd ahetqb]shnm hr ne sgd ohsbgenqj sxod-

svn rtbg ahetqb]shnmr) vhsg ] ynnl ne nmd ne sgdl rgnvm hm sgd
anssnl o]mdk-

Sgd sno o]mdk ne Ehf- 5 rgnvr ]f]hm ] rhsd,bdmsdqdc rnktshnm
bnmmdbsdc sn ] anmc,bdmsdqdc rnktshnm ats ]krn ed]stqdr ]
bnmmdbshnm ne sgd rhsd, ]mc anmc,bdmsdqdc rnktshnmr uh] ] gwaphc
rnktshnm- Rn mns nmkx ]qd ]kk u]qh]shnmr $s]kk) rgnqs) m]qqnv) dsb-(

vhsghm d]bg lncd bnmmdbsdc) ]r rgnvm ax sgd rm]jd khjd onvdq
btqudr) ats ]kk sgd etmc]ldms]k lncdr $anmc,bdmsdqdc) rhsd,
bdmsdqdc) gxaqhc( ]qd ]krn bnmmdbsdc- Sgd anssnl o]mdk ne Ehf- 5
rgnvr sgd qdkdu]ms dhfdmu]ktdr bnqqdronmchmf sn sgd ahetqb]shnm
k]adkdc –V‘ hm sgd sno o]mdk- Sgd rpt]qd ne sgd dhfdmu]ktd hr rgnvm)
rn sg]s mdf]shud u]ktdr bnqqdronmc sn rs]ahkhsx $otqdkx hl]fhm]qx
dhfdmu]ktd( ]mc onrhshud sn hmrs]ahkhsx $o]hqr ne noonrhsd rhfmdc
qd]k dhfdmu]ktdr(- Enq u]ktdr ne µ kdrr sg]m sgd ahetqb]shnm onhms
µ ≈ �/.304 sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnm hr rs]akd- Gnvdudq) ]r
sgd ahetqb]shnm onhms hr ]ooqn]bgdc) ] cntakd o]hq ne dhfdmu]ktdr
ne sghr anmc,bdmsdqdc rnktshnm ]ooqn]bgdr sgd nqhfhm- @r sgd
hmrs]ahkhsx sgqdrgnkc hr bqnrrdc) svn mdv aq]mbgdr ne rnktshnmr
dldqfd sgqntfg ] mnm,rs]mc]qc ohsbgenqj ahetqb]shnm rbdm]qhn- Sgd
svn ahetqb]shmf aq]mbgdr ne ]rxlldsqhb rnktshnmr ]qd qdoqdrdmsdc
ax c]rgdc khmdr) hmchb]shmf sgdhq hmrs]ahkhsx- Sghr hr adb]trd ne
sgd cntakd ltkshokhbhsx ne sgd qdkdu]ms dhfdmu]ktd o]hq $ne sgd
anmc,bdmsdqdc rnktshnm( vghbg kd]cr) enq d]bg ne sgd mdvkx ]qhrhmf
aq]mbgdr) sn ] rokhsshmf sn nmd qd]k ]mc nmd hl]fhm]qx o]hq) ]r hr
bkd]qkx hkktrsq]sdc hm sgd anssnl o]mdk ne Ehf- 5-

Vd rsqdrr sg]s sgd rs]ahkhsx qdfhnmr ne sgd ]anud,ldmshnmdc
etmc]ldms]k lncdr ]qd ]klnrs ]kv]xr chrinhms hm qdfhnmr vgdqd
sgdx d]bg g]ud qntfgkx sgd r]ld onvdq ]mc) tmkhjd sgd 0C lncdk)
sgd ]rxlldsqhb rnktshnmr ]qd tmrsUakd- Sgdrd ed]stqdr b]m ad rddm
hm Ehfr- 4 ]mc 5- Mnsd sg]s sgdltksh,rs]ahkhsx ne rxlldsqhb rnktshnmr
rshkk nbbtqr hm sghr b]rd ctd sn sgd dwhrsdmbd ne ]qahsq]qhkx vhcd
rnktshnmr ]s ehwdc u]ktdr ne A $rdd Ehf- 3(- @r ] fdmdq]k bnlldms) hs
rgntkc ad mnsdc sg]s l]mx ne sgd ed]stqdr ne sgd 1C btahb–pthmshb
lncdk $rtbg ]r d-f-) sgd dwhrsdmbd ne tmrs]akd ]rxlldsqhb rnktshnmr)
]mc sgdhq bnmmdbshmf sgd etmc]ldms]klncdr( b]m ]krn ad nardqudc
hm sgd b]rd ne sgd r]stq]akdlncdk Z03[) ]ksgntfg hm sgd oqdrdms b]rd
ne sgd btahb–pthmshb lncdk) sgd ogdmnldmnknfx hr dudm qhbgdq ctd
sn) enq hmrs]mbd) sgd dwhrsdmbd neltkshokd $h-d-) s]kk ]mc rgnqs( rsd]cx
rs]sdr-

3- Rgd lnahkhsx

Hm nmd chldmrhnm) sq]udkhmf rnktshnmr b]m ad entmc hm sgd enql

ψm + t(m� vs(dhµs . $7(

vgdqd v hr ] qd]k udknbhsx- Rtarshstshnm ne sghr dwoqdrrhnm hm sgd
0C CMKR lncdk xhdkcr sgd enkknvhmf ]cu]mbd,cdk]x cheedqdmsh]k
dpt]shnm

/ + �h˙v =t(y(+ hµt(y([+ 1|t(y(|1t(y(� |t(y(|3t(y(
+ A Zt(y + 0(+ t(y � 0(� 1t(y([ . $8(

vgdqd y + m�vs - Rs]shnm]qx rnktshnmr ]qd r]hc sn ad spUmrkUshnmUkkw
hmuUphUms he sgd etmbshnm tm + t(mg() vgdqd g hr sgd k]sshbd
ro]bhmf) b]m ad dwsdmcdc sn ] nmd,o]q]ldsdq e]lhkx ne bnmshmtntr
rnktshnmr) t(y � r() ne sgd ]cu]mbd,cdk]x Dp- $8( vhsg v + /-
Rnktshnmr ne sghr sxod g]ud addm entmc hm nsgdq k]sshbd lncdkr $rdd
Qder- Z25)26[ ]mc qdedqdmbdr sgdqdhm(- Knb]khydc rnktshnmrvhsg mnm,
nrbhkk]snqx s]hkr hm rhlhk]q lncdkr enq v 6+ /) g]ud addm entmc
hm Qder- Z2/)27[ ax rnkuhmf ] qdrodbshud bntmsdqo]qs ne Dp- $8(- He
sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms rnktshnmr dwhrs) sgdm rtmcqxlncdr $anmc,
bdmsdqdc) rhsd,bdmsdqdc) dsb-( ]qd fdmdq]sdc ax sgd r]ld bnmshmtntr
etmbshnm t(y � r() d]bg vhsg ] bnqqdronmchmf u]ktd ne r- Sgd
sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms rnktshnmr nbbtq $h( ]s spUmroUpdmbw onhmsr)
vghbg ]qd onhmsr hm sgd o]q]ldsdq ro]bdvgdqd rnktshnmr dwbg]mfd
sgdhq rs]ahkhsx) ]mc $hh( he sgd Odhdqkr–M]a]qqn $OM( a]qqhdq u]mhrgdr)
sgd a]qqhdq adhmf cdehmdc ]r sgd cheedqdmbd hm dmdqfx adsvddm sgd
rhsd,bdmsdqdc ]mc anmc,bdmsdqdc rnktshnmr- Mnsd sg]s $h( ]mc $hh(
]qd mdbdrr]qx ats mns rteehbhdms bnmchshnmr enq sgd dwhrsdmbd ne
sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms rnktshnmr- Enq ghfgdq,chldmrhnm]k k]sshbdr)
sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms rnktshnmr enq CMKR,khjd lncdkr g]ud mns
addm entmc xds- Gnvdudq) deedbshudkx lnahkd k]sshbd rnkhsnmr g]ud
addm entmc hm 1C lncdkr hm qdfhnmr ne sgd o]q]ldsdq ro]bd vgdqd
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Chf- 6- $Bnknq nmkhmd( Qdrtkshmf cdmrhsx oknsr) ne ] nmd,chldmrhnm]k rkhbd ]knmf sgd
]whr ne oqno]f]shnm) eqnl hloqhmshmflnldmstl sn ] rs]shnm]qx rnkhsnm axld]mr ne
sgd ––jhbj‘‘ cdehmdc hm Dp- $0/(- $]( j , jcdohm9 Sgd rnktshnm qdl]hmr ohmmdc ]s hsr hmhsh]k
onrhshnm- $a( jcdohm , jm , jchrodqrd9 Sgd rnktshnm adbnldr lnahkd) ats dudmst]kkx
bnldr sn ] g]ks ctd sn q]ch]shnm knrr- $b( j / jchrodqrd9 Sgd jhbj hr rn rsqnmf sg]s sgd
rnktshnm chrodqrdr-

sgd OM a]qqhdq hr knv $dmg]mbdc lnahkhsx(- Sghr g]r addm sgd
b]rd ansg enq pt]cq]shb mnmkhmd]qhshdr Z28[ ]mc hm sgd uhbhmhsx
ne rs]ahkhsx dwbg]mfdr enq r]stq]akd lncdkr Z03[- Sgd qdrtkshmf
lnahkd rnktshnmr q]ch]sd dmdqfx ]mc dudmst]kkx bnld sn ] g]ks-
Dw]bs rnktshnmr ne sgd bnqqdronmchmf ]cu]mbd,cdk]x cheedqdmsh]k
dpt]shnm) he sgdx dwhrs) vntkc dwodqhdmbd mn q]ch]shnm knrrdr ]mc
oqno]f]sd hmcdehmhsdkx) vghbg hr vgx sgdx ]qd b]kkdc q]ch]shnmkdrr
rnktshnmr Z2/[- @r ldmshnmdc ]anud enq sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms
rnktshnmr) q]ch]shnmkdrr rnktshnmr g]ud ]krn mns addm xds addm entmc
hm ghfgdq,chldmrhnm]k k]sshbdr- Hm e]bs) hs hr ]m hlonqs]ms nodm
ptdrshnm vgdsgdq rtbg rnktshnmr dwhrs sxohb]kkx) rhmbd sgd rhmfkd
s]hk qdrnm]mbd ]ooqnoqh]sdkx l]cd sn u]mhrg hm Qde- Z2/[ sn nas]hm
rtbg dwonmdmsh]kkx knb]khydc sq]udkhmf rnktshnmr hm 0C rdsshmfr)
]bpthqdr hmehmhsd ltkshokhbhsx hm ghfgdq chldmrhnm]k rdsshmfr- Sgtr)
sgd ]clhssdckx rsq]hfgsenqv]qc sdbgmhptd ne hcdmshexhmf qdfhnmr
ne dmg]mbdc lnahkhsx l]x ad sgd nmkx onrrhakd ldsgnc hm ghfgdq
chldmrhnm]k CMKR oqnakdlr-

Sgd fn]k hr sn ––jhbj‘‘ sgd rs]shnm]qx rnktshnmr hmsnlnshnm- Eqnl]
G]lhksnmh]m onhms ne uhdv) sgd qd]k o]qs ne sgd rnktshnm bnqqdronmcr
sn onrhshnm ]mc sgd hl]fhm]qx o]qs sn lnldmstl Z17[- Sgdqdenqd)
hm nqcdq sn rds hs hmsn lnshnm nmd rgntkc ]ookx ] odqstqa]shnm sg]s
vhkk ]ksdq sgd hl]fhm]qx o]qs ne sgd rnktshnm hm ]m ]rxlldsqhb v]x)
sgtr oqnuhchmf hs vhsg sgd mdbdrr]qx lnldmstl sn lnud- Sn sghr
dmc) vd ]ookx ] ––jhbj‘‘ ne sgd enql

tm.l(/( + tm.ldh(jmm+jll(. $0/(

vgdqd tm.l hr ] rs]shnm]qx rnktshnm) ]mc jm) ]mc jl ]qd qd]k
v]udmtladqr- Sghr ldsgnc g]r addm trdc hm mtldqntr rstchdr
hm nmd,chldmrhnm]k rdsshmfr $be- Qder- Z17)3/[( ]mc qdbdmskx hm svn,
chldmrhnmr Z03[- Aqhfgs lnahkd rnktshnmr vdqd rstchdc hm sghr v]x
hm sgd 0C BP lncdk hm Qde- Z18[ ]mc hm fqd]sdq cds]hk $]mc enq
rs]ffdqdc rnktshnmr( hm Qde- Z16[- Vd ehqrs oqdrdms qdrtksr enq ] rhsd,
bdmsdqdc rnktshnm lnuhmf ]knmf ] rhmfkd ]whr- Sgdqdenqd vd rds
jm 6+ / ]mc jl + /- Sgdqd ]qd sgqdd pt]khs]shud rbdm]qhnr sg]s
vd g]ud nardqudc ]r qdrtks ne sgd jhbj9 $]( sgd jhbj hr adknv rnld
sgqdrgnkc u]ktd) jm , jcdohm) ]mc rn sgd bnqqdronmchmf dmdqfx
hmbqd]rd hr snn knv sn cdohm sgd rnktshnm) $a( sgd jhbj hr fqd]sdq sg]m
sghr sgqdrgnkc u]ktd) jm / jcdohm) ]mc sgd rnktshnm hr rds hm lnshnm
ats dudmst]kkx g]ksr) nq $b( sgd hmhsh]k jhbj hr rn rsqnmf) jm / jchrodqrd)
sg]s sgd rnktshnm chrodqrdr- Rdd Ehf- 6 enq dw]lokdr ne sgdrd sgqdd
rbdm]qhnr-

Vd ]qd hmsdqdrsdc hm ]qd]r ne o]q]ldsdq ro]bd sg]s oqnuhcd
fnnc bnmchshnmr enq lnahkhsx enq sgd jhbjdc rnktshnmr- Sgd OM
a]qqhdq rgntkc oqnuhcd rnld hmrhfgs ]r sn vgdqd sgdrd qdfhnmr
l]x ad- Vghkd sgdqd hr mn rs]mc]qc enql]k cdehmhshnm ne sgd OM
a]qqhdq hm ghfgdq chldmrhnmr) nmd l]x ]cnos ] m]stq]k cdehmhshnm
$]r trdc hm Qde- Z03[() ]bbnqchmf sn vghbg sgd a]qqhdq hr sgd k]qfdrs
dmdqfx cheedqdmbd) enq ] ehwdc mnql ne sgd rnkhsnm) adsvddm svn
rs]shnm]qx rnktshnmr ne sgd rxrsdl bknrd sn bnmehftq]shnmr sg]s
] chrbqdsd rnkhsnm ltrs o]rr vgdm lnuhmf ]ch]a]shb]kkx ]knmf

Chf- 7- $Bnknq nmkhmd( Dunktshnm ne ] rhsd,bdmsdqdc rnkhsnm jhbjdc ]knmf ] ch]fnm]k- Hm
sgd bntqrd ne hsrlnshnm) sgd sq]udkhmf naidbs s]jdr nm sgd $]( rhsd,bdmsdqdc) $a( anmc,
bdmsdqdc) ]mc $b( ]rxlldsqhb oqnehkdr- Sghr oqnfqdrrhnm qdod]sr rs]qshmf ]f]hm vhsg
$c( sgd rhsd,bdmsdqdc oqnehkd tmshk lnshnm bd]rdr ctd sn q]ch]shnm knrr-

Chf- 8- Sgd l]whltl chrs]mbd sq]udkdc ]r ] etmbshnm ne sgd jhbjhmf rsqdmfsg jm
enq (µ. A( + (�/.114. /.3( ]mc s ∈ ˙/. 7//[- Sgd ]qd] k]adkdc $]( hm sgd fq]og
qdoqdrdmsr u]ktdr ne jm sg]s bntkc mns cdohm sgd rnktshnm $rdd Ehf- 6$]((- Sgd ]qd]
k]adkdc ax $a( bnmrhrsr ne u]ktdr ne jm sg]s xhdkc ] lnahkd rnktshnm $rdd Ehf- 6$a(( ]mc
hm $b( sgd jhbj hr rn rsqnmf sg]s sgd rnktshnm chrodqrdr $rdd Ehf- 6$b((- Sgd sgqdrgnkc
u]ktdr) jcdohm ]mc jchrodqrd ]qd ]krn rgnvm-

sgd bgnrdm k]sshbd chqdbshnm- Sghr rds ne bnmehftq]shnmr hmbktcdr
]rxlldsqhb rnktshnmr) ]mc) hlonqs]mskx hm ghfgdq chldmrhnmr) sgd
gxaqhc rnktshnmr snn- Enq dw]lokd) enq ] rs]shnm]qx rhsd,bdmsdqdc
rnkhsnm sn adbnld lnahkd ]knmf ]m ]whr) hs ltrs nudqbnld a]qqhdqr
bqd]sdc ax sgd ]rxlldsqhb ]mc gxaqhc rs]sdr) rhmbd) hm sgd bntqrd
ne hsr lnshnm) hsr oqnehkd vhkk bg]mfd ]r enkknvr9 rhsd,bdmsdqdc →

]rxlldsqhb→gxaqhc→ ]rxlldsqhb→ rhsd,bdmsdqdc- Hevd bgnrd
sn jhbj sgd rnkhsnm ]knmf sgd ch]fnm]k) sgdm sgd r]ld oqnfqdrrhnm
rgntkc ad bnmrhcdqdc vhsg sgd anmc,bdmsdqdc rs]sd qdok]bhmf sgd
gxaqhc nmd $rdd Ehf- 7(- Gdqd vd trd) enq sgd cdehmhshnm ne sgd
OM a]qqhdq) ehwdc eqdptdmbx µ q]sgdq sg]m ehwdc mnql L - Vd ]krn
bnmrhcdq sgd eqdd dmdqfx F + G � µL hmrsd]c ne sgd G]lhksnmh]m
]r hm Qde- Z2/[ $mnsd sg]s Dp- $5( b]m ad cdqhudc ]r >F<>ψ∗

m.l + /(-
Vd jhbjdc sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnmr enq u]qhntr u]ktdr ne jm)

]mc drshl]sdc sgd bnqqdronmchmf sgqdrgnkc u]ktdr- Hm Ehf- 8 sgd
l]whltl chrs]mbd sq]udkdc)

Cl]w(j( + rto
s∈˙/.S/[

]}m〉(s(c� ]}m〉(/(c. $00(

vgdqd sgd bdmsdq ne l]rr hr bnlotsdc ax

}m〉(s( +


m.l

m|ψm.l(s(|1
{

m.l

|ψm.l(s(|1. $01(

hr oknssdc udqrtr sgd jhbjhmf rsqdmfsg- Sgd bnqqdronmchmf sgqdrgnkc
u]ktdr ]qd ]krn hcdmshehdc sgdqd-
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Chf- 0.- $Bnknq nmkhmd( Kdes9 Okns ne)F enq u]qhntr u]ktdr neµ ]mc ehwdc A + /.3- Sgd qdl]hmhmf o]mdkr $h(–$uhhh( bnqqdronmc sn sgdl]whltl chrs]mbd sq]udkdc udqrtr jhbjhmf
rsqdmfsg oknsr- Rdd sdws enq lnqd cds]hkr-

Hs stqmr nts sg]s sgd u]ktdr ne sgd sgqdrgnkcr ]qd qdk]sdc sn sgd
OM a]qqhdq- Sgd kdes o]mdk hm Ehf- 0/ rgnvr sgd cheedqdmbd hm eqdd
dmdqfx) )F + Frhsd � Fgxaqhc adsvddm sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm
]mc sgd gxaqhc rnktshnm enq ehwdc A + /.3 ]mc µ ∈ ˙�/.2.�/.0[-
Hm d]bg rtao]mdk ne sgd ehftqd)Cl]w) ]r cdehmdc hm Dp- $00() hr oknssdc
]f]hmrs sgd jhbjhmf rsqdmfsg enq s ∈ ˙/. 7//[ enq ehwdc µ- Hm o]mdk
$h( sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm g]r lnqd dmdqfx sg]m sgd gxaqhc
rnktshnm ats hr tmrs]akd ]mc lnudr ]v]x eqnl hsr hmhsh]k onrhshnm
dudm enq jm ≈ /- O]mdk $hh( qdoqdrdmsr o]q]ldsdq u]ktdr vgdqd sgd
rhsd,bdmsdqdc rnktshnm g]r fqd]sdq dmdqfx ]mc hr rs]akd- Hm sghr rl]kk
––sq]mro]qdmbx vhmcnv‘‘ $] qdfhnm adsvddm bg]mfdr ne sgd rs]ahkhsx
ne sgd bnqqdronmchmf rnktshnmr( ne o]q]ldsdq ro]bd) sgdqd hr ]krn ]
o]hq ne tmrs]akd ]rxlldsqhb rnktshnmr- Hm sghr qdfhnm) vd nardqudc
sgd adrs lnahkhsx $rdd Ehf- 00(- Sghr hr bnmrhrsdms vhsg vg]s v]r
entmc hm sgd r]stq]akd 1C CMKR Z03[ vgdqd fnnc lnahkhsx v]r
entmcvgdm ]rxlldsqhb rnktshnmr dwhrs- Hm o]mdk $hhh( sgd sgqdrgnkc
jchrodqrd hr uhrhakd ]mc sgd rhfm ne )F g]r rvhsbgdc- Hm $hu( vd rdd
sg]s sgd u]ktd ne jcdohm hr hmbqd]rhmf ]mc jchrodqrd hr cdbqd]rhmf ]r
sgd OM a]qqhdq hmbqd]rdr- O]mdk $u( bnqqdronmcr sn sgd l]whltl
dmdqfx cheedqdmbd- Sghr hr ]krnvgdqd sgd k]qfdrs jcdohm nbbtqr- @r sgd
dmdqfx cheedqdmbd cdbqd]rdr nmbd ]f]hm ]r rddm hm $uh( sgd sgqdrgnkc
jchrodqrd bnmshmtdr sn cdbqd]rd- Sghr hr ]krn sgd b]rd hm o]mdk $uhh( ]r
ansg sgqdrgnkcr ]ooqn]bg jm + /- Ehm]kkx) enq sgd tmrs]akd qdfhnm
hm $uhhh( jcdohm hr nmbd ]f]hm ydqn-

Vd ]krn hmbktcd qdrtksr eqnl jhbjhmf ] anmc,bdmsdqdc rnktshnm
]knmf ]m ]whr $rn sg]s hs vhkk sq]udk sgqntfg ] gxaqhc rnktshnm(
hm ] qdfhnm vgdqd sgd OM a]qqhdq hr pt]khs]shudkx cheedqdms eqnl
sgd ]anud ldmshnmdc a]qqhdq enq sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm $rdd
Ehf- 01(- @f]hm) sgdqd hr mn sq]mro]qdmbx onhms rhmbd sgd rs]ahkhsx
bg]mfdr ne sgd rnktshnmr cn mns bnhmbhcd $rdd Ehf- 5(- Tmkhjd sgd
ehqrs rbdm]qhn cdrbqhadc enq sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm) sgd anmc,
bdmsdqdc rnktshnm hr tmrs]akd hm sgd ––sq]mro]qdmbx vhmcnv‘‘- Hm
nqcdq sn adbnld lnahkd) sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnm ltrs ]kv]xr
nudqbnld rnld a]qqhdq- Sgd u]ktd ne jcdohm hr nmbd ]f]hm qdk]sdc sn
sgd OM a]qqhdq ]r rddm hm Ehf- 01- Sgdqd) sgd ]cchshnm]k eqdd dmdqfx
bnqqdronmchmf sn jcdohm hr rgnvm ]knmf vhsg sgd OM a]qqhdq- Vd rdd
sg]s sgd OMa]qqhdq nudqdrshl]sdr sgd ]cchshnm]k dmdqfx mddcdc ]mc
sg]s jcdohm + / bnhmbhcdr vhsg sgd bg]mfd hm rs]ahkhsx q]sgdq sg]m
vhsg )F + /- Qdrtksr enq lnahkhsx ne sgd gxaqhc rnktshnm vdqd
rhlhk]q sn sghr b]rd-

Vd vdqd tm]akd sn hcdmshex sqtd sq]mro]qdmbx onhmsr hm
sgd oqdrdms lncdk $sgd 1C CMKR k]sshbd vhsg sgd BP nmrhsd
mnmkhmd]qhsx() vghbg rddlr sn oqdbktcd sgd onrrhahkhsx ne ehmchmf
dw]bs sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms rnktshnmr- Gnvdudq) dmg]mbdc
lnahkhsx v]r ]bghdudc ax kdmchmf rs]shnm]qx rnktshnmr jhmdshb
dmdqfx hm b]rdr vgdqd sgd OM a]qqhdq v]r knv- Sgdrdlnuhmf rs]sdr
fq]ct]kkx knrd dmdqfx ]mc fds dudmst]kkx sq]oodc ]s rnld onrhshnmr
hm sgd k]sshbd- Rnkuhmf ghfgdq,chldmrhnm]k bntmsdqo]qsr ne Dp- $8( hm

Chf- 00- $Bnknq nmkhmd( Sno9 Cdmrhsx okns enq sgd rhsd,bdmsdqdc rnkhsnm rds hm lnshnm
]knmf sgd k]sshbd ]whr enq (µ. A( + (�/.171. /.3( ]mc jm + /.4- Sgd bgnhbd ne
o]q]ldsdqr e]kkr hm ] ––sq]mro]qdmbx vhmcnv‘‘ vgdqd fnnc lnahkhsx hr nardqudc)
onrrhakx ctd sn sgd dwhrsdmbd ne ] o]hq ne ]rxlldsqhb rnktshnmr- @ nmd,chldmrhnm]k
rkhbd ]knmf sgd ]whr ne oqno]f]shnm $]s l + 0/( hr rgnvm gdqd- Anssnl9 Ynnl
ne sgd kdes o]mdk ne Ehf- 0/ md]q sgd ––sq]mro]qdmbx vhmcnv‘‘ vgdqd )Fgxaqhc +

Frhsd � Fgxaqhc- Sgd cheedqdmbd ne eqdd dmdqfx ne sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm ]mc sgd
o]hq ne ]rxlldsqhb rnktshnmr )F]rxll i + Frhsd � F]rxll i vhsg i + 0. 1 hr ]krn
rgnvm- Sgd dmdqfx ]ccdc eqnl sgd jhbj dwbddcr ansg ne sgdrd cheedqdmbdr-

sgd ghfgdq,chldmrhnm]k k]sshbd lhfgs qdud]k lnuhmf q]ch]shnmkdrr
rnktshnmr) ]ksgntfg) ]r vd onhmsdc nts ]anud) rnktshnmr sn sghr
$pthsd cheehbtks( oqnakdl l]x mns sxohb]kkx dwhrs- Hs hr vnqsg
ldmshnmhmf hm o]rrhmf sg]s sgd dmdqfx knrr hm sgd 0C chrbqdsd
rhmd,Fnqcnm k]sshbd g]r addm qdbdmskx cdrbqhadc trhmf ]m ]udq]fdc
K]fq]mfh]m ]ooqn]bg hm Qde- Z30[-

4- Rgpdd�chldmrhnmVk rnktshnmr

Vdvhkk mnvaqhdekx bnmrhcdq ] 2Cudqrhnm ne sgd BPCMKRlncdk-
Sgd qdrodbshud bntmsdqo]qs ne Dp- $0( hr

h =ψm.l.k + A)(2(ψm.l.k + 1|ψm.l.k|
1ψm.l.k

� |ψm.l.k|
3ψm.l.k + /. $02(
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Chf- 01- $Bnknq nmkhmd( Okns ne sgd OM a]qqhdq $khmd( sg]s sgd anmc,bdmsdqdc rnktshnm
ltrs nudqbnld sn nas]hm lnahkhsx ]knmf ]m ]whr- Gdqd )F + Fanmc � Fgxaqhc- Sgd
rnkhc aktd khmd ]mc c]rgdc qdc khmd bnqqdronmc sn rs]ahkhsx ]mc hmrs]ahkhsx ne sgd
anmc,bdmsdqdc rnktshnm qdrodbshudkx- Sgd ]cchshnm]k eqdd dmdqfx mddcdc sn lnud
sgd rnktshnm ax ]s kd]rs nmd rhsd hr ]krn rgnvm $l]qjdqr(- Sghr dmdqfx qdpthqdldms
hr knvdq sg]m sg]s oqdchbsdc ax sgd OM a]qqhdq) )F) ]mc adbnldr ydqn vgdqd sgd
anmc,bdmsdqdc rnktshnm adbnldr tmrs]akd q]sgdq sg]m vgdqd)F + /-

vgdqd ψm.l.k hr sgd bnlokdw ehdkc ]s rhsd zm.l. k{- Hm ]m hrnsqnohb
ldchtl) sgd chrbqdsd K]ok]bh]m hr

)(2(ψm.l.k ± ψm+0.l.k + ψm�0.l.k + ψm.l+0.k + ψm.l�0.k

+ψm.l.k+0 + ψm.l.k�0 � 5ψm.l.k. $03(

Vd rd]qbg enq rs]shnm]qx rnktshnmr) ψm.l.k + tm.l.k dwo(�hµs()
trhmf sgd r]ld ldsgnc ]r hm Rdbshnm 1- Sgd 1C rnkhsnm rodbhdr
g]ud sgdhq m]stq]k 2C bntmsdqo]qsr- @r rgnvm hm Ehf- 02) sgd dwsq]
chldmrhnm ]clhsr ]m ]cchshnm]k sxod ne ] gxaqhc rnkhsnm-

Ehf- 03 rgnvr L(µ( btqudr enq 2C anmc,bdmsdqdc ]mc rhsd,
bdmsdqdc rnkhsnmr enq A + /.0 ]mc A + /.6- Sgd ehftqd

cdlnmrsq]sdr sg]s hm sgd 2C b]rd) rhlhk]qkx sn sgd 1C b]rd)
sgd rm]jd,khjd o]ssdqmr ]qd oqdrdms enq rl]kk u]ktdr ne bntokhmf
bnmrs]ms A ]mc ]qd rsqdsbgdc ]r A hr hmbqd]rdc- Rhlhk]q qdrtksr vdqd
nas]hmdc enq sgd 2C gxaqhc rnktshnmr $qdrtksr mns rgnvm gdqd(-

5- TVphVshnmVk VoopnwhlVshnm

Enkknvhmf sgd o]ssdqm ne sgd u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm $U@(
cdudknodc hm Qde- Z14[ enq 0C chrbqdsd rnkhsnmr hm sgd BP–CMKR
lncdk) hs hr onrrhakd sn bnmrsqtbs ]m]kxshb]k ]ooqnwhl]shnmr enq sgd
chrbqdsd rnkhsnmr) ]mc bnlo]qd sgdl sn sgd mtldqhb]k rnktshnmr
cdrbqhadc ]anud- Vd oqdrdms sghr ]ooqn]bg enq sgd 1C lncdk) ats
sgd oqnbdctqd hr drrdmsh]kkx sgd r]ld hm sgqdd chldmrhnmr- Hs hr
qdkdu]ms sn ldmshnm sg]s sgd U@ enq 0C chrbqdsd rnkhsnmr hm lncdkr
ne sgd CMKR sxod v]r ehqrs cdudknodc hm Qde- Z31[-

Rnktshnmr sn sgd rs]shnm]qx udqrhnm Dp- $0( ]qd knb]k dwsqdl] ne
sgd bnqqdronmchmf K]fq]mfh]m)

K +
∞

m.l+�∞

µt1
m.l + t3

m.l �
0
2
t5

m.l

� A
�
(tm+0.l � tm.l(

1
+ (tm.l+0 � tm.l(

1[ $04(

Zqdb]kk ψm.l + tm.l dwo(�hµs([- Vd ]ooqnwhl]sd d]bg rnkhsnm ax
] knb]khydc ]mr]sy vghbg l]jdr hs onrrhakd sn du]kt]sd sgd hmehmhsd
rtlr hm Dp- $04( hm ]m dwokhbhs enql- Ehqrs) sgd enkknvhmf ]mr]sy hr
trdc enq sgd rhsd,bdmsdqdc $rb( rnktshnm9

t(rb(l.m +

]
β he l + m + /.
:d��(|l|+|m|( nsgdqvhrd $05(

Chf- 02- $Bnknq nmkhmd( Okns ne sgd a]rhb bnmehftq]shnmr hm sgd 2C k]sshbdr trhmf hrn,bnmsntqr- Sno9 Okns ne 2C rhsd,bdmsdqdc $kdes( ]mc anmc,bdmsdqdc $qhfgs( rnkhsnmr- K]qfdq
ch]lnmcr bnqqdronmc sn k]qfdq knb]k ]lokhstcdr- Anssnl9 Svn cheedqdms sxodr ne 2C gxaqhc rnktshnmr- Sgd cheedqdms bnknqr $]qq]mfdc hm ] 2C bgdbjdqan]qc o]ssdqm( ]qd rnkdkx
trdc enq bk]qhsx ne oqdrdms]shnm-
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Chf- 03- $Bnknq nmkhmd( Sgd onvdq ne sgd rhsd, ]mc anmc,bdmsdqdc rnkhsnmr udqrtr
sgd eqdptdmbx enq A + /.0 $sno( ]mc A + /.6 $anssnl( hm sgd 2C k]sshbd-

vgdqd :.β ) ]mc � ]qd qd]k bnmrs]msr sn ad entmc eqnl sgd
Dtkdq–K]fq]mfd dpt]shnmr)

>Kdee
>:

+
>Kdee
>�

+
>Kdee
>β

+ /. $06(

Kdee rs]mchmf enq K]fq]mfh]m $04( du]kt]sdc vhsg ]mr]sy $05(- Hm
o]qshbtk]q) � hr sqd]sdc gdqd ]r nmd ne sgd u]qh]shnm]k o]q]ldsdqr)
hm bnmsq]rs sn sgd 0C b]rd) vgdqd hs v]r dwoqdrrdc hm sdqlr ne
µ ]mc A ax ld]mr ne ] qdk]shnm nas]hmdc eqnl sgd bnmrhcdq]shnm
ne sgd khmd]qhydc rs]shnm]qx dpt]shnm enq cdb]xhmf ––s]hkr‘‘ ne sgd
rnkhsnm Z14[)

� + km

/
U
1
+

√∣ U
1

(1
� 0

(

. U ± 1� µ<A . $07(

Vd g]ud nardqudc) a]rdc nm mtldqntr b]kbtk]shnmr) sg]s sqd]shmf
� ]r ] u]qh]shnm]k o]q]ldsdq xhdkcr sgd r]ld qdk]shnm enq � hm
ansg sgd 1C ]mc 2C lncdkr- Sghr hr bnmrhrsdms vhsg rnktshnmr hm
sgd bnmshmttl lncdk vgdqd hs hr jmnvm sg]s sgd e]bsnq hm sgd
dwonmdmsh]k s]hk hr hmcdodmcdms ne sgd chldmrhnm-1

Rnktshnmr oqdchbsdc ax sgd U@ a]rdc nm ]mr]sy $05( oqnuhcd
] fnnc ehs sn sgd rgnqs ]mc s]kk m]qqnv rnktshnmr ]mc sgd ehqrs
rtae]lhkx ne vhcd rgnqs rnkhsnmr ne sgd rhsd,bdmsdqdc sxod) $rdd
Ehf- 04(- Enq k]qfdq u]ktdr ne A ) sgd U@,oqdchbsdc rnktshnmr
cdo]qs eqnl sgd mtldqhb]k nmdr) vghbg hr mns rtqoqhrhmf) ]r sgd
dwonmdmsh]k btro hlokhdc ax sgd ]mr]sy hr mns ed]stqdc ax sgd
chrbqdsd rnkhsnmr hm sgd rsqnmf,bntokhmf $pt]rh,bnmshmttl( lncdk-

Nsgdq rnktshnm sxodr b]m ad ]ooqnwhl]sdc ax ]ooqnoqh]sdkx
lnchehdc Umrzsyd- Hm o]qshbtk]q) sgd anmc,bdmsdqdc $ab( rnkhsnm hr
a]rdc nm ] eq]ld athks ne entq onhmsr vhsg dpt]k ]lokhstcdr $rdd
Ehf- 2$a(() vgdqd]r sgd gxaqhc $gx( rnkhsnm g]r itrs svn onhmsr hm hsr
eq]ld $rdd Ehf- 2$b((- @bbnqchmfkx) sgd rnkhsnmr ne sgdrd sxodr b]m ad

1 Hm sgd bnmshmttl lncdk sgd s]hk cdb]xr ]r p�0<1d�ap hm sgd 1C b]rd ]mc ]r
p�0d�ap hm sgd 2C b]rd vgdqd sgd e]bsnq a hr hmcdodmcdms ne sgd chldmrhnm-

Chf- 04- Mtldqhb]k rnktshnmr $rnkhc khmd( ]mc sgd u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm
$sqh]mfkdr( enq sgd rhsd,bdmsdqdc rnkhsnmr ]s A + /.0 hm sgd 1C k]sshbd lncdk- Sgd
]ooqnwhl]shnm a]rdc nm ]mr]sy $05( hr ]akd sn b]ostqd rtae]lhkhdr ne s]kk ]mc rgnqs
m]qqnv rnkhsnmr) ]mc sgd aq]mbg ne rgnqs vhcd rnkhsnmr snn-

Chf- 05- Mtldqhb]k rnktshnmr $rnkhc khmd( ]mc sgd u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm enq sgd
anmc,bdmsdqdc $rpt]qdr( ]mc gxaqhc $bhqbkdr( rnkhsnmr ]s A + /.0 hm sgd 1C k]sshbd
lncdk- Sgd ]ooqnwhl]shnmr a]rdc nm sgd Umrzsyd fhudm hm $08( ]mc $1/( qdrodbshudkx
]qd ]akd sn b]ostqd rtae]lhkhdr ne s]kk ]mc rgnqs m]qqnv rnkhsnmr-

lncdkdc ax sgd enkknvhmf lnchehb]shnmr ne ]mr]sy $05(9

t(ab(l.m +

)




β l. m ∈ {/. 0{
:d��(|l|+|m|( he l. m , /
:d��(|l�0|+|m|( he l / 0. m , /
:d��(|l|+|m�0|( he l , /. m / 0
:d��(|l�0|+|m�0|( nsgdqvhrd

$08(

]mc

t(gx(l.m +

)




β m + /.l ∈ {/. 0{
:d��(|l|+|m|( he l. |m| , /
:d��(|l�0|+|m|( nsgdqvhrd.

$1/(

Etqsgdq ]m]kxrhr cdlnmrsq]sdr sg]s sgd lnchehdc Umrzsyd
oqnctbd ] fnnc ]ooqnwhl]shnm enq sgd rgnqs ]mc s]kk m]qqnv
rnktshnmr ]s rl]kk A ats mns ]mx ne sgd vhcd e]lhkhdr $rdd Ehf- 05(-

Vd vdqd ]krn ]akd sn oqdchbs bnlokhb]sdc ahetqb]shnmr ne
sgd rxrsdl ax hmsqnctbhmf sgd ]ooqnoqh]sdkx bgnrdm ]rxlldsqhb
$]rxl( ]mr]sy9

t(]rxl(l.m +

)




β0 m + /.l + /
β1 m + /.l + 0
β2 m + 0.l + /
β3 m + 0.l + 0
:d��(|l�ζ |+|m�ζ |( nsgdqvhrd.

$10(

Sgd hmsdmshnm gdqd hr sn b]ostqd sgd ahetqb]shnmr vgdqd sgd
rhsd,bdmsdqdc ]mc anmc,bdmsdqdc rnktshnmr ]qd bnmmdbsdc uh] ]m
]rxlldsqhb rnktshnm- Sgdqdenqd vd g]ud rnld hcd] U ophnph vg]s
sgd ]rxlldsqhb rnktshnmr rgntkc knnj khjd ]mc g]ud bgnrdm ]mr]sy
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Chf- 06- Ahetqb]shnmr ed]stqhmf sgd anmc,bdmsdqdc) rhsd,bdmsdqdc) ]mc ]rxlldsqhb
rnktshnmr enq A + /.11 hm sgd 1C CMKR- Mtldqhb]k rnktshnmr $khmdr( ]mc hsr
oqdchbsdc bntmsdqo]qsr trhmf sgd U@ a]rdc nm sgd ]mr]sy $10( $l]qjdqr( ]qd hm fnnc
]fqddldms- Sgd ]rxlldsqhb U@ rnktshnm b]ostqdr sgd l]hm pt]khs]shud ed]stqdr ne
sgdL(µ( btqud $d-f- sgd cq]l]shb hmbqd]rd ne onvdq ]qntmcµ ≈ �/.44( ats rkhfgskx
tmcdqdrshl]sdr sgd onvdq ]s sgd ahetqb]shnm onhmsr-

Chf- 07- Mtldqhb]k rnktshnm $rnkhc khmd( ]mc sgd u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm
$sqh]mfkdr( enq sgd rhsd,bdmsdqdc rnkhsnmr vhsg A + /.0 trhmf sgd ]mr]sy fhudm hm
$11( hm sgd 2C CMKR k]sshbd vhsg btahb–pthmshb mnmkhmd]qhshdr-

$10( ]bbnqchmfkx- Enq ζ + / sgd ]mr]sy g]r sgd enql ne ]
rhsd,bdmsdqdc rnktshnm vgdqd]r enq ζ + /.4 hs vhkk qdoqdrdms ]
anmc,bdmsdqdc rnktshnm- @kk hmsdqldch]sd u]ktdr ne ζ qdoqdrdms
]rxlldsqhb rnktshnmr sg]s ]qd rnldvgdqd adsvddm ] rhsd,bdmsdqdc
]mcanmc,bdmsdqdc rnktshnm- Hmcddc) sgd bnlotsdc u]ktd ne ζ a]rdc
nm sgd u]qh]shnm]k ]ooqnwhl]shnm rs]qsr md]q ζ + /.4 enq o]q]ldsdq
u]ktdr vgdqd sgd ]rxlldsqhb rnktshnm hr ]klnrs bnmmdbsdc sn
anmc,bdmsdqdc rnktshnm) ]mc rknvkx cdbqd]rdr sn ζ + / ]r vd ]ksdq
sgd o]q]ldsdqr tmshk hs bnkkhcdr vhsg sgd rhsd,bdmsdqdc rnktshnm $rdd
Ehf- 06(-

Ehm]kkx vd ]ookx sgd r]ld ldsgnc sn 2C k]sshbd rnkhsnmr trhmf
sgd enkknvhmf rhsd,bdmsdqdc ]mr]sy

t(rb(l.m.k +

]
β he l + m + k + /.
:d��(|l|+|m|+|k|( nsgdqvhrd $11(

vgdqd) enq A rl]kk dmntfg) hs ]krn vnqjr vdkk) rdd Ehf- 07-

6- Anmbktrhnmr

Hm sghr vnqj) vd g]ud dw]lhmdc sgd dwhrsdmbd) rs]ahkhsx)
]mc lnahkhsx ne chrbqdsd rnkhsnmr hm 1C ]mc 2C MKR k]sshbdr
vhsg bnlodshmf $btahb–pthmshb) BP( nmrhsd mnmkhmd]qhshdr- Rnld
oqnodqshdr ne sgd chrbqdsd rnkhsnmr) rtbg ]r sgd dwhrsdmbd ne sgd
rnktshnmr ne s]kk ]mc rgnqs sxodr) d]bg m]qqnv ]mc.nq vhcd)
qdrdlakd oqnodqshdr qdbdmskx entmc hm chrbqdsd rnkhsnmr hm sgd 0C
bntmsdqo]qs ne sghr lncdk Z14[) ]r vdkk ]r sgd 1C oqnodqshdr ne
lncdkr rtbg ]r sgd nmd vhsg sgd r]stq]akd mnmkhmd]qhsx Z03[- Vd
g]ud entmc ohsbgenqj ahetqb]shnmr bnmmdbshmf sgd rhsd,bdmsdqdc
]mc anmc,bdmsdqdc rnkhsnmr uh] tmrs]akd ]rxlldsqhb nmdr) hm

bnmsq]rs vhsg sgd 0C lncdk) vgdqd sgd bnmmdbshmf ]rxlldsqhb
rnktshnmr vdqd rs]akd- @mnsgdq etmc]ldms]k rnkhsnm rodbhdr sg]s
v]r rstchdc hm sghr vnqj) uhy-) gxaqhc rnktshnmr) dwhrsr nmkx hm sgd
ghfgdq,chldmrhnm]k k]sshbd- Vd g]ud entmc) hm rnld qdfhnmr ne
sgd o]q]ldsdq ro]bd) sg]s sgd rhsd,bdmsdqdc ]mc anmc,bdmsdqdc
rnkhsnmr vdqd ]krn bnmmdbsdc uh] sgd gxaqhc rs]sdr- @s rl]kk u]ktdr
ne sgd hmsdq,rhsd bntokhmf bnmrs]ms) A ) u]qhntr sxodr ne sgd 1C ]mc
2C rs]shnm]qx chrbqdsd rnkhsnmr ]qdvdkk cdrbqhadc ax sgd u]qh]shnm]k
]ooqnwhl]shnm $U@(-

Vd g]ud ]krn rgnvdc sg]s dmg]mbdc lnahkhsx ne 1C chrbqdsd
rnkhsnmr hm sgd BP k]sshbd b]m ad qd]khydc ax hlo]qshmf sn
sgdl jhmdshb dmdqfx dwbddchmf sgd Odhdqkr–M]a]qqn $OM( a]qqhdq-
Mdudqsgdkdrr) sgd lnuhmf rnkhsnmr dudmst]kkx bnld sn ] g]ks) ctd
sn q]ch]shnm knrr- Hm sg]s bnmmdbshnm) vd vdqd tm]akd sn ehmc dw]bs
sq]mro]qdmbx onhmsr ]s vghbg sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms rnktshnmr
vntkc ad ]akd sn dwhrs- Gnvdudq) knnjhmf enq b]qdetkkx bq]esdc
q]ch]shnmkdrr rnktshnmr enq lnuhmf rnkhsnmr hm 1C ]mc 2C k]sshbd
lncdkr qdl]hmr ] bg]kkdmfhmf nodm oqnakdl- Hs vntkc ]krn ad
hmsdqdrshmf sn rstcx sgd lnahkhsx ne sgd chrbqdsd rnkhsnmr ax ld]mr
ne ] cxm]lhb]k udqrhnm ne sgd U@ $hm sgd 0C lncdk vhsg sgd btahb
nmrhsd mnmkhmd]qhsx) ] cxm]lhb]k U@ v]r ]c]osdc sn sgd ]m]kxrhr
ne bnkkhrhnmr adsvddm lnuhmf chrbqdsd rnkhsnmr hm Qde- Z5[) ]mc sn
b]ostqd sgd rs]shnm]qx rhsd,bdmsdqdc ]mc anmc,bdmsdqdc rnktshnmr
vhsg ] rhmfkd ]mr]sy hm Qde- Z32[(-

Fdsshmf a]bj sn rs]shnm]qx 1C ]mc 2C chrbqdsd rnkhsnmr hm sgd
btahb–pthmshb MKR k]sshbd) qdl]hmhmf snohbr ne hmsdqdrs ]qd sn rd]qbg
enq rs]ffdqdc rnkhsnmr rhlhk]qkx d-f-) sn sgd vnqj ne Qde- Z33[ enq sgd
btahb k]sshbd) ]r vdkk ]r k]sshbd rnkhsnmr vhsg hmsqhmrhb unqshbhsx- Sgtr
e]q) chrbqdsd k]sshbd rnkhsnmr ]mc unqshbdr vdqd rstchdc hm 1C Z34[
]mc 2C CMKR dpt]shnm vhsg sgd btahb mnmkhmd]qhsx Z35[-

Hs vntkc ad pthsd hmsdqdrshmf sn rddj cxm]lhb]k deedbsr oqd,
chbsdc hm sghr vnqj hm dwodqhldmsr vhsg noshb]k ehdkcr hm 1C
]qq]xr ne v]udfthcdr athks ne l]sdqh]kr ed]stqhmf sgd BP mnmkhm,
d]qhsx Z07)08[) ]mc ]krn hm Anrd–Dhmrsdhm bnmcdmr]sdr sq]oodc hm
]ooqnoqh]sdkx cdrhfmdc dwsdqm]k onsdmsh]kr $bnlahm]shnmr ne ]
rk]a,rg]odc sq]o ]mc ] rsqnmf sq]mrudqrd 1C noshb]k k]sshbd(- Hm sgd
k]ssdq b]rd) sgd pthmshb mnmkhmd]qhsx hr deedbshudkx fdmdq]sdc ax sgd
cduh]shnm ne sgd bnmcdmr]sd sq]oodc hm hmchuhct]k onsdmsh]k ––stadr‘‘
eqnl sgd nmd,chldmrhnm]khsx Z13[- Sgdrd ogxrhb]k rdsshmfr l]x ad
rths]akd enq sgd bqd]shnm ne sgd rhsd,bdmsdqdc) onsdmsh]kkx rs]akd
anmc,bdmsdqdc) ]mc gxaqhc lncdr oqdchbsdc ]anud- Hm o]qshbtk]q)
sq]mrhshnmr adsvddm sgd chrbqdsd rnkhsnmr ne cheedqdms sxodr vhsg
sgd hmbqd]rd ne sgd noshb]k onvdq l]x ehmc onsdmsh]k ]ookhb]shnmr
sn sgd cdrhfm ne ]kk,noshb]k rvhsbghmf rbgdldr-

9bimnukdcfldmsr

Sgd ]tsgnqr vntkc khjd sn sg]mj Fthcn Rbgmdhcdq) Clhsqx Odkh,
mnurjx) ]mc Rdqfdi Ek]bg enq hmrhfgsetk chrbtrrhnmr- Sgd vnqj
ne B-B- v]r o]qsh]kkx rtoonqsdc ax sgd Cdtsrbgd Enqrbgtmfrfd,
ldhmrbg]es CEF ]mc sgd K]mc A]cdm–Vúqssdladqf sgqntfg sgd
Fq]cthdqsdmjnkkdf FQJ 0183<09 @m]kxrhr) Rhltk]shnm tmc Cd,
rhfm m]mnsdbgmnknfhrbgdq Oqnydrrd- Q-B-F- ]bjmnvkdcfdr rtoonqs
eqnl MRE,CLR,/4/4552- O-F-J- ]bjmnvkdcfdr rtoonqs eqnl MRE,
B@QDDQ) MRE,CLR,/4/4552 ]mc MRE,CLR,/508381) ]r vdkk ]r
eqnl sgd @kdw]mcdq unm Gtlankcs Entmc]shnm- Sgd vnqj ne
A-@-L- v]r hm ] o]qs rtoonqsdc ax sgd Hrq]dk Rbhdmbd Entmc]shnm
sgqntfg sgd Bdmsdq,ne,Dwbdkkdmbd fq]ms Mn- 7//5</2-
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