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VZud lhwhmf hm bntokdc ognmnmhb bqxrsZkr uhZ Z uZqhZakd
rsheemdrr ldbgZmhrl
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UZqhZakd rsheemdrr
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� a r s o � b s

Vd hmudrshfZsd vZud lhwhmf deedbsr hm Z ognmnmhb bqxrsZk sgZs bntokdr sgd vZud cxmZlhbr
ne svn bgZmmdkr � oqhlZqx Zmc bnmsqnk nmdr � uhZ Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl- Vd
cdlnmrsqZsd ZmZkxshbZkkx Zmc mtldqhbZkkx sgZs sgd vZud sqZmrlhrrhnm hm sgd oqhlZqx
bgZmmdk bZm ad lZmhotkZsdc ax sgd bnmsqnk bgZmmdkzr rhfmZk- Vd rgnv sgZs sgd ZookhbZshnm
ne bnmsqnk vZudr Zkknvr sgd rdkdbshnm ne Z rodbhehb lncd sgqntfg sgd oqhlZqx bgZmmdk- Vd
Zkrn cdlnmrsqZsd sgZs sgd lhwhmf ne svn vZud lncdr hr onrrhakd vgdqdax Z lnctkZshnm
deedbs hr nardqudc- @ cdsZhkdc rstcx ne sgd cdrhfm oZqZldsdqr hr Zkrn bZqqhdc nts sn noshlhyd
sgd rvhsbghmf bZoZahkhshdr ne sgd oqnonrdc rxrsdl- EhmZkkx) vd udqhex sgZs sgd rxrsdl bZm
etkehkk ansg rvhsbghmf Zmc ZlokhehbZshnm etmbshnmZkhshdr) onsdmshZkkx dmZakhmf sgd qdZkhyZshnm
ne Zm Zbntrshb sqZmrhrsnq-

� 1/05 Dkrduhdq Ksc- @kk qhfgsr qdrdqudc-

0� Fmspnctbshnm

Ognmnmhb bqxrsZkr �OBr( Zqd cdehmdc Zr odqhnchb dkZrshb kZsshbdr sgZs bZm sqZmrlhs nq aknbj Z rdkdbsdc qZmfd ne ldbgZmhbZk
uhaqZshnmr �h-d-) ognmnmr( �RZmbgdy,Odqdy ds Zk-) 0887: Khm Zmc GtZmf) 1/00: MZqhrdssh ds Zk-) 1/01: Kht ds Zk-) 1/01: FZmsyntmhr ds Zk-)
1/02: AZaZdd ds Zk-) 1/04(- VZud oqnoZfZshnm hm OBr gZr addm Z rtaidbs ne hmsdmrd rstcx enq sgd oZrs rdudqZk xdZqr �Rdm ds Zk-) 1//7:
Onqsdq ds Zk-) 1//7: BZrZcdh Zmc Ptyydmd) 1/01: LZkcnuZm) 1/02(- OZqshbtkZqkx) sgd bnmsqnkkZahkhsx Zmc stmZahkhsx ne OBr gZud fZhmdc
rhfmhehbZms hmsdqdrs fhudm sgd onsdmshZk ne Zbntrshb cduhbdr sgZs Zqd bntmsdqoZqsr ne dkdbsqhbZk.noshbZk eknv bnmsqnk cduhbdr �Kht ds Zk-)
1///: Kh ds Zk-) 1/03Z: Ptcxjg Zmc Anxbd) 1/03: FZkhbg Zmc Ptcxjg) 1/04(- Enq dwZlokd) qdrdZqbgdqr gZud rgnvm bnmsqnkkZakd
uhaqZshnm lhshfZshnm Zmc vZud ZssdmtZshnm hm OBr ax stmhmf sgdhq knbZk qdrnmZmbdr �FZmsyntmhr ds Zk-) 1/02: BZrZcdh Zmc Adqsnkch)
1/03: VZmf ds Zk-) 1/04(- Rtbg knbZkkx qdrnmZms OBr Zqd nesdm bZkkdc Zbntrshb.ldbgZmhbZk ldsZlZsdqhZkr- Pdbdms rstchdr gZud Zkrn
cdlnmrsqZsdc sgd edZrhahkhsx ne vZud lZmhotkZshnm �Kh ds Zk-) 1/03Z: Andbgkdq ds Zk-) 1/00: GZrZm ds Zk-) 1/02() lhwhmf �OhbgZqc ds Zk-)
1/01: Kh ds Zk-) 1/03a: Jhl ds Zk-) 1/04() Zmc dmdqfx knbZkhyZshnm �GZrZm ds Zk-) 1/02: YgZmf ds Zk-) 1/04: Andbgkdq ds Zk-) 1/0/: Bgnmf
ds Zk-) 1/03( ax kdudqZfhmf sgd stmZakd oqnodqshdr ne OBr-

LZmx rstchdr gZud enbtrdc nm sgd hmudrshfZshnm ne stmZakd vZud oqnoZfZshnm hm OBr hm Z rsZshb lZmmdq �d-f-) ax bgZmfhmf
lZrr) Jgdkhe ds Zk-) 1//2) rsheemdrr) Kh ds Zk-) 1/03a: LdhcZmh ds Zk-) 1/04) Zmc nsgdq oqd,cdsdqlhmdc ldbgZmhbZk oqnodqshdr)
AdqfZlhmh ds Zk-) 1/03(- Sgd lnqd bgZkkdmfhmf oqnakdl hr sn lZmhotkZsd vZud oqnoZfZshnm hm rhst hm Z cxmZlhbZk lZmmdq-
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Nmkx Z khlhsdc mtladq ne rstchdr gZud addm bnmctbsdc sn dwoknqd sgd cxmZlhb bnmsqnk ne vZud lncdr hm sgd qdZkl ne OBr-
UZjZjhr ds Zk- hmudrshfZsdc sgd bntokhmf hmsdqZbshnmr ne ldbgZmhbZk vZudr hm mnmkhmdZq kZsshbdr uhZ Z sZqfdsdc dmdqfx sqZmredq
bnmbdos �GZrZm ds Zk-) 1/02: YgZmf ds Zk-) 1/04(- @krn) vZud lhwhmf deedbsr gZud addm dwoknqdc hm sgd rdsshmfr ne ahqdeqhmfdms
ognmnmhb bqxrsZkr �OrZqnaZr ds Zk-) 1/03() fqZmtkZq vZud fthcdr �FZmdrg Zmc FnmdkkZ) 1/04() Zmc ZmgZqlnmhb nrbhkkZsnq
kZccdqr �LZkhrgZuZ Zmc Jgnldqhjh) 1/04(- Hm sgd lZinqhsx ne sgdrd rxrsdlr) kZsshbdr �nq oZqshbkdr( Zqd hmsdqbnmmdbsdc vhsg
dZbg nsgdq uhZ ehwdc khmdZq nq mnmkhmdZq roqhmfr vhsgnts bnmrhcdqhmf sgd onrrhahkhsx ne uZqxhmf sgd rxrsdlrz rsheemdrr- UZqhZakd
rsheemdrr lZx needq Zm dmgZmbdc cdfqdd ne eqddcnl hm lZmhotkZshmf ldbgZmhbZk vZudr-

SqZchshnmZkkx) uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrlr gZud addm vhcdkx trdc enq dmfhmddqhmf ZookhbZshnmr) rtbg Zr uhaqZshnm hrn,
kZshnm rxrsdlr �UHR( �Vt Zmc KZm) 1/03: MZfZqZiZhZg Zmc RZgZrqZatcgd) 1//5() qnanshbr �OZkkh ds Zk-) 1/00: KZm Zmc Bgdmf)
1//7() Zmc qdgZahkhsZshnm cduhbdr �GZl ds Zk-) 1//8(- Nmkx qdbdmskx gZud qdrdZqbgdqr Zcnosdc uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrlr
enq sgd lZmhotkZshnmr ne ldbgZmhbZk vZudr hm OBr- AdqfZlhmh ds Zk- �1/03( Zssdlosdc sn hmsdfqZsd Zbshud bnlonmdmsr hm OBr
sn Zcitrs eqdptdmbx aZmc rsqtbstqdr ZcZoshudkx- Kh ds Zk- �1/03a( kdudqZfdc gdkhbZk rsqtbstqdr sn qdZkhyd uZqhZakd hmsdq,kZsshbd
rsheemdrr) vghbg) hm stqm) kdZc sn sgd cxmZlhbZk stmZahkhsx ne eqdptdmbx aZmc rsqtbstqdr- Hm sgdrd rxrsdlr) gnvdudq) sgd
rsheemdrr oZqZldsdqr ne sgd OBr Zqd Zksdqdc ax dwsdqmZk rntqbdr Zmc Zqd mns bnmsqnkkdc cxmZlhbZkkx ax sgd ZookhbZshnm ne
ldbgZmhbZk vZudr-

Hm sgd oqdrdms rstcx vd hmudrshfZsd vZud cxmZlhbr hm Z OB sgZs hr bZoZakd ne bnmsqnkkhmf nmd vZud lncd uhZ Zmnsgdq hm Z
cxmZlhbZk lZmmdq- Sghr rxrsdl hr bnlonrdc ne oqhlZqx Zmc bnmsqnk vZud bgZmmdkr) vghbg Zqd hmsdqkhmjdc vhsg dZbg nsgdq
uhZ Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl- Vd ehqrs cdudkno Z sgdnqdshbZk lncdk sn bgZqZbsdqhyd sgd vZud chrodqrhnm ne sgd oqhlZqx
bgZmmdk hm qdkZshnm sn sgd bnmsqnk vZudr- @r Z qdrtks) vd ehmc sgZs sgd uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl dmZakdr Z rdkdbshud
sqZmrlhrrhnm ne svn cheedqdms vZud lncdr sgqntfg sgd oqhlZqx bgZmmdk) Zmc sn Z etqsgdq dwsdms) Z vZud lnctkZshnm deedbs-
Vd rgnv sgZs sgdrd bgZqZbsdqhrshbr bZm ad stmdc ax sgd dwbhsZshnm eqdptdmbx) lZfmhstcd) Zmc ogZrd ne sgd bnmsqnk vZud
qdkZshud sn sgd oqhlZqx nmd- Vd Zkrn udqhex ogdmnldmZ rtbg Zr lncd rdkdbshnm) lnctkZshnm) Zmc ehksdqhmf ax mtldqhbZk
rhltkZshnmr ne sgd qdkduZms chrbqdsd oZqshbkd lncdk- KZrskx) vd Zrrdrr sgd edZrhahkhsx ne trhmf sgd oqnonrdc OB rxrsdl vhsg Z
uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl enq sgd qdZkhyZshnm ne Zbntrshb sqZmrhrsnqr- Vd bnmehql sgZs sgd rxrsdl bZm sgdnqdshbZkkx oqdrdms
ansg rvhsbghmf Zmc ZlokhehbZshnm deedbsr) rtbg sgZs sgd sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx hm sgd oqhlZqx bgZmmdk bZm ad dZrhkx lZ,
mhotkZsdc ax sgd bnmsqnk vZudr- Vd bnmbktcd sgd lZmtrbqhos vhsg Z aqhde rtllZqx ne ehmchmfr Zmc Z chrbtrrhnm ne onrrhakd
etstqd chqdbshnmr-

1� RgdnpdshbTk lncdk ne bntokdc ognmnmhb bpxrsTkr vhsg uTphTakd rsheemdrr

@ bnmbdostZk hkktrsqZshnm ne Z bntokdc OB uhZ Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl hr rgnvm hm Ehf- 0- Sgd OB dwghahsr svn vZud
sqZmrlhrrhnm bgZmmdkr9 Z oqhlZqx Zmc Z bnmsqnk qntsd) vghbg Zqd qdoqdrdmsdc gdqdhm ax svn chrokZbdldms oZqZldsdqr tm Zmc
�m) qdrodbshudkx) enq sgd m,sg oZqshbkd �rdd Ehf- 0Z(- Mnsd sgZs hm sghr rxrsdl) sgd hmsdq,kZsshbd rsheemdrr hm nmd bgZmmdk hr Zeedbsdc
ax sgd chrokZbdldms ehdkcr ne sgd nsgdq bgZmmdk- Ehf- 0a rgnvr Z oqnsnsxohbZk rxrsdl sn ad hmudrshfZsdc hm sghr rstcx) vgdqd
sgdqd dwhrsr Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl adsvddm sgd ZwhZk Zmc snqrhnmZk chqdbshnmr- Fhudm Z fdmdqZkhydc hmsdqZbshnm ne
oZqshbkdr tmcdq Z onvdq kZv) vd bZm dwoqdrr hmsdq,oZqshbkd enqbdr Zr  ∼Et o Zmc α∼θE r) vgdqd Et Zmc θE Zqd sgd ZwhZk Zmc
snqrhnmZk enqbd) Zmc δ Zmc α Zqd sgd ZwhZk Zmc snqrhnmZk chrokZbdldmsr) qdrodbshudkx- o Zmc r Zqd sgd onvdq,kZv eZbsnqr sgZs
cdsdqlhmd sgd enqbd qdkZshnmrgho �d-f-) < <o r 0 enq Z khmdZq qdkZshnmrgho(- AZrdc nm sghr) sgd dptZshnmr ne lnshnm ne sghr
rxrsdl bZm ad dwoqdrrdc Zr enkknvr9
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Gdqd) L Zmc H qdoqdrdms sgd hmdqshZ ne dZbg oZqshbkd hm ZwhZk Zmc sZmfdmshZk chqdbshnmr) Zmc δ/ Zmc α/ cdmnsd sgd ZwhZk Zmc

Dhf� 0� �Z( @ bnmbdostZk chZfqZl ne sgd bntokdc ognmnmhb bqxrsZk uhZ Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl- �a( @m dwdlokZqx bnmehftqZshnm ne uZqhZakd rsheemdrr
rxrsdl enq ZwhZk Zmc snqrhnmZk vZud bntokhmf-
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snqrhnmZk chrokZbdldmsr tmcdq rsZshb dpthkhaqhtl) qdrodbshudkx- Mnsd sgZs sgd svn dptZshnmr Zanud Zqd bntokdc rhmbd sgd ZwhZk
rsheemdrr θ θ − (−jY l l0 hr Zeedbsdc ax snqrhnmZk chrokZbdldmsr θ θ−−l l0 ) vghkd sgd snqrhnmZk rsheemdrr θ  − (−j t t l l0 hr Zeedbsdc ax ZwhZk
chrokZbdldmsr −−t tl l0 - Sgdqdenqd) tonm sgd cxmZlhb odqstqaZshnmr Zookhdc sn sgd bnmsqnk bgZmmdk) sgd rsheemdrr Zknmf sgd
oqhlZqx chqdbshnm θ θ − (−jY l l0 vhkk uZqx) vghbg hm stqm Zeedbsr sgd oqnoZfZshnm ne sgd oqhlZqx vZudr- Vghkd sghr vnqj enbtrdr
nm sgd sgdnqdshbZk Zmc mtldqhbZk hmudrshfZshnmr ne rtbg bntokdc rxrsdlr) sghr uZqhZakd rsheemdrr rxrsdl bZm ad qdZkhydc hm
uZqhntr rdsshmfr- Sgdrd dwZlokdr hmbktcd bnlokhZms ldbgZmhrlr �OZkkh ds Zk-) 1/00: KZm Zmc Bgdmf) 1//7: GZl ds Zk-) 1//8()
bxkhmcqhbZk GdqsyhZm bnmsZbsr �Kh ds Zk-) 1/03a: Jhl ds Zk-) 1/04() Zmc Jqdrkhmf nqhfZlh �YgZn ds Zk-) 1/00(-

Hm sghr rstcx) vd Zrrtld sgZs sgd rsheemdrr oZqZldsdqr hm sgd oqhlZqx Zmc bnmsqnk bgZmmdkr Zqd fnudqmdc ax Z onvdq,kZv
qdkZshnmrgho) rhlhkZq sn sgd enql ne Zenqdldmshnmdc enqbd�chrokZbdldms qdkZshnmrgho- LZsgdlZshbZkkx) sghr bZm ad dwoqdrrdc
Zr α θ θ<  ) − (θ θ − ( −−j IY Y l l

q
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p
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q Zmc p Zqd mnmkhmdZq eZbsnqr) qdrodbshudkx- Sghr onvdq,kZv ZooqnwhlZshnm hr okZtrhakd) rhmbd cxmZlhb dwoqdrrhnmr ne uZqhZakd
rsheemdrr ldbgZmhrlr bZm ad ehs vhsg Z onvdq,kZv hm Z knbZk cnlZhm ne sgd OBzr uhaqZshnmZk lnshnmr- Enq dwZlokd) nmd lZx
bnmrhcdq Z bgZhm ne atbjkdc adZl dkdldmsr sgZs bnmmdbs lZrrdr Zmc rtoonqs bntokdc ZwhZk Zmc kZsdqZk �sZmfdmshZk( lnshnmr
�@qhrshyZaZk,NbgnZ) 1//6: Shlnrgdmjn) 0850(- RhlhkZqkx) he vd bnmrhcdq Z bgZhm ne OBr bnlonrdc ne rogdqhbZk nq bxkhmcqhbZk
oZqshbkdr tmcdq sgd Gdqsy�Lhmckhm bnmsZbs kZv) sgd bnmsZbs rsheemdrr adbnldr Z etmbshnm ne sgd qdkZshud ZmftkZq chrokZbd,
ldmsr adsvddm mdhfganqhmf bdkkr cdehmdc ax sgd dkkhoshb hmsdfqZkr �Ingmrnm) 0874: KZmcZt Zmc Kherghsy) 086/(- Vd oqnuhcd sgd
cdsZhkr ne sgdrd svn oqnsnsxohbZk rxrsdlr hm @oodmchw @-0-

Tmcdq sgd onvdq,kZv ZooqnwhlZshnm) Dp- �0( adbnldr)
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θ θ α^ − ^⪡−l l0 /( Zmc dwoZmc Zmc khmdZqhyd sgd onvdq sdqlr hm �1(- @r Z qdrtks) vd nasZhm sgd enkknvhmf khmdZqhydc dptZshnmr ne
lnshnm9
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Vghkd sghr hr Z rhlokd khmdZqhydc udqrhnm ne Dp- �1() sghr dptZshnm rds hmcddc hmchbZsdr sgd bntokdc ldbgZmhrlr ne sgd
snqrhnmZk Zmc ZwhZk lnshnmr- Sgd bqnrr,sZkjhmf ne sgdrd svn vZud lncdr vhkk rdqud Zr Zm tmcdqkxhmf oqhmbhokd adghmc sgd
vZud,lncd rvhsbghmf Zmc sqZmrhrsnq,khjd adgZuhnq Zr vhkk ad hmudrshfZsdc Zmc chrbtrrdc kZsdq- Enq mtldqhbZk rhltkZshnmr) vd
vhkk Zcgdqd sn rnkuhmf sgd mnmkhmdZq dptZshnm �1( chqdbskx) vgdqdZr sgd khmdZq dptZshnm �1( vhkk xhdkc Zm ZmZkxshbZk chrodqrhnm
qdkZshnm sgZs vhkk oqnuhcd fthcZmbd sgqntfgnts sghr rstcx-

Vd rgntkc Zkrn mnsd hm oZrrhmf gdqd sgZs Z qdkZsdc rxrsdl ne svn,ehdkc bntokhmfr gZr addm oqnonrdc qdbdmskx Zr Zm
dwZlokd ne Zm Zkk,ognmnmhb chfhsZk sqZmrhrsnq �LZkhrgZuZ Zmc Jgnldqhjh) 1/04(- Vghkd sgd Zanud vnqj oqdrdmsdc Zm
Zlokhexhmf deedbs ctd sn sgd mnmkhmdZqhsx,aZrdc vZud sqZmrlhrrhnm ldbgZmhrl) ntq rstchdr enbtr nm sgd bnmsqnkkYahkhsx Zr,
odbs ne sgd rxrsdl dmZakdc dudm Zs sgd khmdZq kdudk sgqntfg sgd bqnrrsYkihmf adsvddm cheedqdms vZud lncdr- Hm sgd enkknvhmf
rdbshnmr) vd vhkk rxrsdlZshbZkkx hmudrshfZsd vZud lncd lhwhmf deedbsr hm sghr bntokdc rxrsdl-

2� 9mTkxshbTk Tmc mtldphbTk pdrtksr ne vTud lhwhmf deedbsr

2-0- NardquYshnm ne vYud lhwhmf ldbgYmhrlr

Sn ZmZkxyd sgd bntokhmf ne sgd ZwhZk Zmc snqrhnmZk vZud lncdr) vd bnmrhcdq sgd okZmd vZud ZmrZsy hm sgd enql ne sgd

Entqhdq lncd- LZsgdlZshbZkkx) vd bZm dwoqdrr ] <
∼ ω ) (t Tcl

i s jl Zmc θ Θ] < ∼ ω ) (cl
i s jl ) vgdqd < −i 0 )

∼
T Zmc Θ∼ Zqd bnlokdw

uZqhZakdr cdmnshmf sgd Zlokhstcd ne ZwhZk Zmc snqrhnmZk vZudr) Zmc ω Zmc i qdoqdrdmshmf sgd ZmftkZq eqdptdmbx Zmc vZ,
ududbsnq) qdrodbshudkx- Ax rtarshstshmf sgdrd dwoqdrrhnmr hmsn Dp- �3() vd nasZhm sgd enkknvhmf dptZshnmr9
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Vd hmsqnctbd sgd mnm,chldmrhnmZkhydc ZmftkZq eqdptdmbx  (  (Ω < ω

ω
j

j1

Y

1

1 Zmc rddj mnmsqhuhZk rnktshnmr ne sgd Zanud dptZ,

shnmr- @r Z qdrtks) vd nasZhm sgd enkknvhmf chrodqrhnm qdkZshnmrgho9

 (  ( (  (Ω ρ ρ< ) ° − ) ϵ ϵ [> −  (θ
 
⎣⎢

⎤
⎦⎥j j0 0 3 0 anr ,

5K F t 
1 1

Sghr dwoqdrrhnm qdoqdrdmsr svn chrodqrhnm vZud lncdr) cdmnsdc ax rtarbqhosr K Zmc G enq sgd knvdq Zmc ghfgdq aqZmbgdr)
qdrodbshudkx- Sgdrd qdrtksr Zqd rhlhkZq sn sgd nmdr nasZhmdc hm LZkhrgZuZ Zmc Jgnldqhjh �1/04() be- sgdhq Dp- �2(- Mnsd sgZs he
ϵ < ϵ <θ /t ) sghr chrodqrhnm qdkZshnmrgho hr qdctbdc sn Z cdbntokdc bnmehftqZshnm adsvddm oqhlZqx Zmc bnmsqnk bgZmmdkr)
vgdqd sgd cxmZlhbr ne sgd rxrsdl hr cdrbqhadc ax svn hmcdodmcdms chrodqrhnm qdkZshnmr-

@r vd hmsqnctbd mnm,ydqn ϵt Zmc ϵθ ) sgd kZmcrbZod ne sgd chrodqrhnm qdkZshnmrgho rsZqsr sn ad Zksdqdc- OZqshbtkZqkx) sgd
toodq bts,nee eqdptdmbhdr ne sgd ghfgdq Zmc knvdq chrodqrhnm aqZmbgdr adbnld etmbshnmr ne sgd cdfqdd ne bntokhmf qd,
oqdrdmsdc ax ϵt Zmc ϵθ9
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Ω ρ ρ

Ω ρ ρ
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θ
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@r Zm dwZlokd) vd rgnv hm Ehf- 1Z sgd rghesdc knbZshnmr ne rtbg btsnee eqdptdmbhdr hm sgd bZrd sgZs ρ < ϵ <0,4 0t ) Zmc
ϵ <θ /,4-

Sgd svn chrodqrhnm aqZmbgdr bqdZsdc hm Dp- �5( rgnv svn vZud lncdr sgZs oZrr sgqntfg sgd nqhfhm ne sgd eqdptdmbx�
vZudmtladq cnlZhm �rdd Ehf- 1Z(- Gdqd sgd ghfgdq aqZmbg hm ntq rxrsdl dmbnloZrrdr sgd knvdq nmd) Zmc hr sgdqdax bZoZakd
ne fdmdqZshmf Z vZud lnctkZshnm deedbs tmcdq dwbhsZshnmr- Mnsd sgZs ltkshokd chrodqrhnm btqudr oZrrhmf sgqntfg sgd nqhfhm hr
mns tmhptd hm ntq rxrsdl) Zmc hs bZm ad entmc dkrdvgdqd) d-f-) 1C.2C ognmnmhb bqxrsZkr- Gnvdudq) vgZs lZjdr ntq rxrsdl
tmhptd hr sgZs nmd vZud lncd Zeedbsr sgd nsgdq) vghbg hr dmZakdc ax sgd uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl adsvddm sgd svn
bgZmmdkr hm sghr rstcx �rdd Dp- �3((- Sghr hr hm rgZqo bnmsqZrs sn cdbntokdc vZud lncdr hm rnkhcr �d-f-) O, Zmc R,vZud lncdr(
Zmc Zkrn hm bnmudmshnmZk 1C.2C ognmnmhb bqxrsZkr- Hm sgdrd bnmudmshnmZk ognmnmhb bqxrsZkr) sgd rtodqonrhshnm ne ltkshokd
vZud lncdr vhkk ad nardqudc) ats sgd bqnrr,sZkjhmf ne sgd lncdr �h-d-) bnmsqnkkhmf nmd vZud lncd uhZ Zmnsgdq) sn ad chr,
btrrdc hm sgd mdws rdbshnm( vhkk mns ad Zbghdudc-

Sn rstcx lhwdc,lncd vZudr) vd bnmctbs mtldqhbZk rhltkZshnmr ne sgd bntokdc rxrsdl Zmc nardqud oqnoZfZshnm ne
vZudr hm sgd roZshZk cnlZhm- Vd rodbhehbZkkx bnmrhcdq Z bntokdc OB vhsg 0// oZqshbkdr hm dZbg bgZmmdk Zmc rnkud Dp- �1(
chqdbskx trhmf Z entqsg,nqcdq Ptmfd�JtssZ shld hmsdfqZshnm rbgdld �@sjhmrnm) 0878(- Ehfr- 1a Zmc b rgnv sgd roZshn,sdl,
onqZk lZo �kdes oZmdk( ne oqnoZfZshmf vZudr Zmc sgdhq roZshZk oqnehkd Zs s�0 lr �qhfgs oZmdk( hm sdqlr ne sgd qdkZshud chr,

okZbdldmsr �h-d-) ] − ]
−t tl l 0 hm Ehf- 1a Zmc θ θ] − ]

−l l 0 hm Ehf- 1b(- Tonm sgd ZookhbZshnm ne rhltksZmdntr rsdo enqbd hmotsr Et gl Zmc

θE gl sn sgd rxrsdl � <θE E/,4gl t gl  hr trdc hm sghr rhltkZshnm() vd ehmc svn vZud lncdr oqnoZfZshmf hm dZbg bgZmmdk- Sgd fqnto

udknbhshdr bZkbtkZsdc chqdbskx eqnl sgd ZmZkxshbZk chrodqrhnm btqudr hm Ehf- 1Z �h-d-) sgd rknodr Zs sgd ehqrs vZud mtladq < πj
M
1 )

vgdqd M�0//( Zqd hm Zfqddldms vhsg sgd roddc ne sgd vZud oZbjdsr cdmnsdc ax akZbj �enq ghfgdq lncd( Zmc qdc �enq knvdq
lncd( Zqqnvr hm Ehfr- 1a Zmc b- @r nmd bZm hmedq eqnl Ehf- 1Z) sgd eZrsdq lncd bnqqdronmcr sn sgd ghfgdq lncd) vghkd sgd
rknvdq) sqZhkhmf lncd qdoqdrdmsr sgd knvdq lncd �rdd sgd Zqqnvr hm Ehf- 1a Zmc b(- @r rgnvm hm sgd rtqeZbd lZor oknssdc hm
sgd kdes oZmdkr ne Ehf- 1a Zmc b) vd bZm bkdZqkx chrshmfthrg sgd svn rhltksZmdntr fqnto udknbhshdr hm ansg oqhlZqx, Zmc

bnmsqnk,bgZmmdkr- Sgdqdenqd) ax sgd rhlokd nmrds ne sgd bntokhmf bndeehbhdmsr �h-d-) ϵt Zmc ϵθ() vd ehmc sgZs sgd vZud chrodqrhnm
hm sgd oqhlZqx bgZmmdk rsZqsr sn ad Zeedbsdc ax sgd bnmsqnk rhfmZk) Zmc uhbd udqrZ-

2-1- LYmhotkYshnm ne oqhlYqx vYud uhY bnmsqnk vYud

Mnv sgZs vd udqhehdc sgd deedbs ne vZud lhwhmf) sgd mdws ptdrshnm hr vgdsgdq vd bZm lZmhotkZsd sgd sqZmrlhrrhnm
oqnodqshdr ne sgd oqhlZqx vZudr uhZ sgd bnmsqnk vZudr: mnshbd sgZs vghbg nmd hr sgd oqhlZqx Zmc vghbg hr sgd bnmsqnk ehdkc hm
ntq rdsshmf hr Z lZssdq ne bgnhbd �sgZs bZm ad lnchehdc Zs vhkk: gdmbd hs hr ax bnmudmshnm sgZs vd lZjd sgd bgnhbd tshkhydc
gdqdhm(- RodbhehbZkkx) vd Zqd hmsdqdrsdc hm rdkdbshudkx bgnnrhmf Z rodbhehb vZud lncd hm sgd oqhlZqx bgZmmdk ax sgd Zookh,
bZshnm ne bnmsqnk vZudr- Sn hmudrshfZsd sghr) vd qduhrhs Dp- �4( Zmc qdvqhsd hs hm sdqlr ne sgd qdkZshud Zlokhstcd ne sgd bnmsqnk
hmots vhsg qdrodbs sn sgd oqhlZqx hmots9
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Vd Zqd mnv hmsdqdrsdc hm bZkbtkZshmf Θ∼
∼
T

sn Zrrdrr sgd bnmsqnkkYahkhsx ne sgd bnmsqnk rhfmZk nm sgd oqhlZqx nmd-
Ax lZjhmf sgd svn dptZshnmr hm Dp- �7( dptZk) vd nasZhm svn rnktshnmr ne Θ∼

∼
T

Zr9

 (  (Θ ρ ρ
<

− ° − ) ϵ ϵ

ϵ  (

∼
∼

θ

T

0 0 3

1 8K F

t

t 

1

Rhmbd
∼
T Zmc Θ∼ Zqd sgd Zlokhstcd ne sgd oqhlZqx �ZwhZk( Zmc bnmsqnk �snqrhnmZk( vZudr aZrdc nm ntq bnmudmshnm) sgdx Zqd

chqdbskx qdkZsdc sn sgd oqhlZqx Zmc bnmsqnk enqbd hmotsr) Et gl Zmc θE gl - SgZs hr) hm ntq khmdZq rdsshmf) he vd dwbhsd sgd rxrsdl

vhsg sgd dwbhsZshnm Zlokhstcd qZshn θE

E
gl

t gl

 

 
hcdmshbZk sn Θ∼

∼
T K

) vd vhkk sqhffdq sgd nmrds ne sgd knvdq,lncd vZud oqnoZfZshnm) h-d-) Z

vZud ne eqdptdmbx Ω  (j K- Nm sgd nsgdq gZmc) vgdm vd bgnnrd θE

E
gl

t gl

 

 
sn ad dptZk sn Θ∼

∼
T F

) sgd vZud oqnoZfZshnm sgqntfg sgd

oqhlZqx OB enkknvr sgd ghfgdq lncd) Ω  (j F -

Dhf� 1� Sgd ZmZkxshbZk chrodqrhnm btqudr ne sgd bntokdc OB �ρ < 0,4) ϵ < 0t Zmc ϵ <θ /,4(- Sgd kdes oZmdkr ne �a) b( qdoqdrdms sgd rtqeZbd lZo rgnvhmf sgd
qdkZshud onrhshnm ne dZbg oZqshbkd Zr bnknq hmsdmrhsx vhsg qdrodbs sn roZbd �gnqhynmsZk Zwhr( Zmc shld �udqshbZk Zwhr( to nm sgd rsdo dwbhsZshnm hmots- Sgd fqnto
udknbhshdr bZkbtkZsdc chqdbskx eqnl sgd rknod nm sgd ZmZkxshb chrodqrhnmr hm �Z( vdqd cdmnsdc Zr qdc �enq oqhlZqx bgZmmdk( Zmc akZbj �enq bnmsqnk bgZmmdk(
Zqqnvr- Sgd qhfgs oZmdkr ne �a) b( rgnv sgd roZshZk vZud oqnehkdr Zs s�0 lr- Sgd bntokdc OB rgnvr sgZs sgd hmbhcdms vZudr oqnoZfZsd vhsg svn chrshmbs
fqnto udknbhshdr �cdmnsdc Zr qdc Zmc akZbj Zqqnvr nm sgd rtqeZbd lZo( hm sgd oqhlZqx Zr vdkk Zr bnmsqnk bgZmmdkr- �Enq hmsdqoqdsZshnm ne sgd qdedqdmbdr sn
bnknq hm sghr ehftqd bZoshnm) sgd qdZcdq hr qdedqqdc sn sgd vda udqrhnm ne sghr oZodq-(
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Sn cdlnmrsqZsd sghr) vd ZfZhm rnkud Dp- �1( chqdbskx ax ldZmr ne mtldqhbZk rhltkZshnmr) bnmrhcdqhmf sgd bZrd ne ρ < 0,4)
ϵ < 0t ) Zmc ϵ <θ /,4) vghbg vZr rgnvm sn dwghahs Z bntokhmf ldbgZmhrl adsvddm sgd oqhlZqx Zmc bnmsqnk bgZmmdkr hm sgd

oqduhntr rdbshnm �Ehfr- 1a Zmc b(- @bbnqchmf sn Dp- �8() sgdrd rxrsdl oZqZldsdqr kdZc sn  ( < −Θ∼
∼ /,4
T K

Zmc  ( <Θ∼
∼ 0
T F

- Mnsd

sgZs  (Θ∼
∼
T K

rgntkc ad mdfZshud) vghbg ldZmr sgZs sgd bnmsqnk hmots θE gl rgntkc gZud Z π,ogZrd rghes qdkZshud sn sgd oqhlZqx

hmots Et gl - Hm Ehf- 2) vd okns sgd roZshn,sdlonqZk lZor �sno oZmdk( Zmc roZshZk oqnehkdr �Zs s�0 lr) anssnl oZmdk( ne hmbhcdms
vZudr oqnoZfZshmf sgqntfg sgd oqhlZqx OB Zr vd bgnnrd sgd bnmsqnk hmots sn ad nmd ne sgdrd svn bgZqZbsdqhrshb rnktshnmr- @r

oqdchbsdc) vd nardqud sgd oqnoZfZshnm ne sgd knvdq lncd nmkx) vgdm vd hlonrd < −θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
�Ehfr- 2Z Zmc b(- He vd Zookx

<θ 0
E

E
gl

t gl

 

 
) vd ehmc sgZs sgd oqhlZqx bgZmmdk oqnoZfZsdr sgd ghfgdq lncd ne sgd chrodqrhud vZudr nmkx �Ehfr- 2a Zmc c(- Hm ansg

oZmdkr ne Ehfr- 2b Zmc c) sgd hmrdsr rgnv sgd roZshZk oqnehkd ne sgd bnmsqnk rhfmZkr- Eqnl sghr rhltkZshnm) hs hr duhcdms sgZs sgd
vZud lhwhmf deedbs hm sghr bntokdc bgZmmdk dmZakdr tr sn rdkdbs Z rodbhehb lncd ne vZud oqnoZfZshnm- @krn) mnsd sgd che,
edqdmbd ne sgd oqnoZfZshmf vZudrz roddc adsvddm sgd svn bZrdr �cdohbsdc ax qdc Zmc akZbj Zqqnvr nm Ehfr- 2Z Zmc a(-

2-2- Rvhsbghmf Ymc lnctkYshnm deedbsr

Mnv vd hmudrshfZsd sgd edZrhahkhsx ne lnctkZshmf Zmc rvhsbghmf ntsots ldbgZmhbZk vZudr trhmf sgd OB vhsg Z uZqhZakd
rsheemdrr ldbgZmhrl- Enq sghr) vd ehqrs dwZlhmd sgd eqdptdmbx qdronmrdr ne sgd rxrsdl ax dwbhshmf dZbg bgZmmdk vhsg Z bghqo

rhfmZk vhsg Z aqnZcaZmc eqdptdmbx rodbsqtl- Vd bnmrhcdq sgqdd bZrdr ne sgd bnmsqnk, sn oqhlZqx,vZud qZshnr9 �h( < −θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 

enq sgd knvdq lncd sqZmrlhrrhnm: �hh( <θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
enq sgd sqZmrlhrrhnm ne ansg knvdq Zmc ghfgdq lncdr: Zmc �hhh( <θ 0

E

E
gl

t gl

 

 
enq sgd

ghfgdq lncd sqZmrlhrrhnm-
Ehf- 3Z�b rgnvr sgd onvdq rodbsqZk cdmrhsx �ORC( ne sgd ldbgZmhbZk vZudr sqZmrlhssdc sgqntfg sgd oqhlZqx bgZmmdk enq

sgd sgqdd bZrdr- Vd nasZhm sgdrd oknsr ax bnmctbshmf Z svn,chldmrhnmZk eZrs Entqhdq sqZmrenql �1C,EES( ne sgd oZqshbkdrz

Dhf� 2� Sgd dunktshnm ne vZud oqnehkdr hm sgd roZbd Zmc shld cnlZhm �bnknq hmsdmrhsx qdoqdrdmsr sgd qdkZshud chrokZbdldmsr( hm sgd oqhlZqx OB) rgnvhmf sgZs

sgd oqnoZfZshmf vZud bZm ad bnmsqnkkdc sn rtoonqs �Z( sgd knvdq lncd �rknvdq fqnto udknbhsx( ax sZjhmf sgd bnmsqnk hmots <θ Θ∼
∼

E gl
Et gl T K

 

 
Zmc �a( sgd ghfgdq

lncd �eZrsdq fqnto udknbhsx( ax sZjhmf sgd bnmsqnk hmots <θ Θ∼
∼

E gl
Et gl T F

 

 
- �b) c( RoZshZk vZud oqnehkdr Zs s�0 lr- Hmrdsr hm �b) c(9 sgd roZshZk vZud oqnehkdr ne sgd

bnmsqnk vZudr- Mnsd sgZs hm sgd hmrds ne �b() sgd vZud eqnms hm sgd bnmsqnk OB gZr Z ogZrd cheedqdmbd π vhsg qdrodbs sn sgZs ne sgd oqhlZqx OB- �Enq
hmsdqoqdsZshnm ne sgd qdedqdmbdr sn bnknq hm sghr ehftqd bZoshnm) sgd qdZcdq hr qdedqqdc sn sgd vda udqrhnm ne sghr oZodq-(
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udknbhshdr hm sgd shld Zmc roZbd cnlZhmr- Hm sgd ehqrs bZrd vgdm vd dwbhsd sgd rxrsdl vhsg < −θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
) vd nardqud sgd

cnlhmZms oqdrdmbd ne sgd knvdq lncd �Ehf- 3Z(- Sghr hr bnmrhrsdms vhsg sgd qdrtks ne sgd rxrsdlzr lncd rdkdbshnm bZoZahkhsx
chrbtrrdc hm sgd oqduhntr rdbshnm- RhlhkZqkx) vd bZm Zkrn bgZqZbsdqhyd sgd eqdptdmbx qdronmrd ne sgd rxrsdl ax bZkbtkZshmf sgd

enqbd qZshn ne sgd sqZmrlhssdc vZud qdkZshud sn sgd hmots vZud �E
E
t nts

t gl

 

 
) rdd Ehf- 0 enq sgdrd oZqZldsdqr(- @r Z qdrtks) vd ehmc sgd

knvdq oZrr aZmc � Ω Ω+ +/ B K ( dwghahsr ltbg ghfgdq ORC bnloZqdc sn sgZs ne sgd ghfgdq oZrr aZmc �Ω Ω Ω+ +B K B F  ( �rdd
Ehf- 3c(- Sghr ZfZhm bnmehqlr sgd rxrsdlzr bZoZahkhsx ne rdkdbshud vZud sqZmrlhrrhnm- Sgd odZj hm sgd toodq eqdptdmbx aZmc hr
fdmdqZsdc ctd sn sgd hmsqhmrhb mnmkhmdZqhsx ne sgd rxrsdl) rhmbd sgd mtldqhbZk rhltkZshnmr Zqd aZrdc nm sgd mnmkhmdZq
dptZshnm �Dp- �1((-

He vd fqZctZkkx hmbqdZrd sgd bnmsqnk hmots) vd rsZqs sn nardqud sgd nmrds ne sgd ghfgdq lncd- Enq dwZlokd) vd rdd sgd

dwhrsdmbd ne sgd svn lncdr bkdZqkx vgdm <θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
�Ehf- 3a(- Sgd bnqqdronmchmf ORC ne sgd sqZmrlhssdc enqbd Zkrn rgnvr sgd

oqdrdmbd ne ansg lncdr Zr rgnvm hm Ehf- 3d- @r vd hmbqdZrd sgd bnmsqnk vZud etqsgdq sn sgd lZfmhstcd Zmc ogZrd hcdmshbZk sn

sgZs ne sgd oqhlZqx vZud �h-d-) <θ 0
E

E
gl

t gl

 

 
() vd vhsmdrr sgZs sgd ghfgdq lncd sZjdr nudq sgd knvdq lncd Zr rgnvm hm Ehf- 3b- Hm

sdqlr ne sgd qdkZshud deehbhdmbx ne sgd sqZmrlhssdc vZud) vd ehmc Z rhmfkd knv oZrr aZmc sgZs bnudqr sgd eqdptdmbx qZmfd eqnl
/ sn ΩB F �Ehf- 3e(- Mnsd sgZs sgd chrodqrhnm qdkZshnmrgho nasZhmdc eqnl sgd 1C,EES Zfqddr vdkk vhsg sgd ZmZkxshbZk chrodqrhnm
btqudr hm sgd oqduhntr rdbshnm �bnloZqd Ehf- 1Z vhsg Ehfr- 3Z�b oqdrdmsdc gdqd(- Ctqhmf sgd sqZmrhshnm adsvddm sgd knvdq, sn
sgd ghfgdq,lncd vZud oqnoZfZshnm) vd vhsmdrr sgZs sgd sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx hm sgd eqdptdmbx qZmfd ne Ω Ω Ω+ +B K B F  

hmbqdZrdr fqZctZkkx- Sghr sqZmrkZsdr hmsn sgd rvhsbghmf bZoZahkhsx ne sgd rxrsdl) vghbg bnmsqnkr sgd sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx ne
vZudr hm sgd oqhlZqx bgZmmdk ax sgd ZookhbZshnm ne sgd bnmsqnk vZudr-

@r oqdrdmsdc hm Ehf- 3) sgdqd Zqd svn eqdptdmbx cnlZhmr ne hmsdqdrs hm sgd oqdrdmsdc OB rxrsdl vhsg sgd uZqhZakd rsheemdrr
ldbgZmhrl) vghbg Zqd Ω Ω+ +/ B K Zmc Ω Ω Ω+ +B K B F  - Sn rdd gnv sgd bntokdc OB qdronmcr hm sgdrd svn eqdptdmbx cn,
lZhmr) vd bnmctbs Zmnsgdq rds ne mtldqhbZk rhltkZshnmr trhmf gZqlnmhb dwbhsZshnmr Zookhdc sn sgd rxrsdl- RodbhehbZkkx) vd
dwbhsd sgd rxrsdl vhsg Z rhmfkd gZqlnmhb etmbshnm Zs svn cheedqdms eqdptdmbhdr9 Ωc K Zmc Ωc F - Sgdrd svn eqdptdmbhdr adknmf

sn sgd eqdptdmbx cnlZhmr) Ω Ω+ +/ c K B K  Zmc Ω Ω Ω+ +B K c F B F   ) sZqfdshmf sn bZostqd sgd gZqlnmhb qdronmrd ne sgd rxrsdl
hm sgdrd svn chrshmbs aZmcr �rdd Ehf- 4(-

Dhf� 3� Onvdq rodbsqZk cdmrhsx �ORC( ne oZqshbkdrz udknbhshdr hm sgd oqhlZqx bgZmmdk tmcdq sgqdd cheedqdms bnmsqnk hmotsr9 �Z( < −θ /,4
E gl
Et gl

 

 
) �a( <θ /,4

E gl
Et gl

 

 
) Zmc

�b( <θ 0
E gl
Et gl

 

 
- Sgd ORC oqnehkdr ne sgd sqZmrlhssdc enqbd Zr Z etmbshnm ne eqdptdmbhdr Zqd oknssdc hm �c�e( enq sgd bnqqdronmchmf sgqdd dwbhsZshnm bnmchshnmr- Sgd

btsnee eqdptdmbhdr ne sgd ghfgdq Zmc knvdq lncdr �ΩB K Zmc ΩB F ( Zqd hmchbZsdc ax sgd cZrgdc khmdr-
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Ehfr- 4Z�b rgnv sgd gZqlnmhb qdronmrdr ne sgd rxrsdl Zs Ωc K tmcdq sgd bnmchshnmr ne < −θ /,4 
E

E
gl

t gl

 

 
/-4) Zmc 0) qdrodb,

shudkx- Sgd kdes oZmdk rgnvr sgd eqdptdmbx�vZudmtladq qdronmrd ne sgd rxrsdl) vghkd sgd qhfgs oZmdk rgnvr bZostqdc

hlZfdr ne oZqshbkdrz chrokZbdldmsr hm roZbd- Vgdm < −θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
) vd nardqud Zm nrbhkkZsnqx oZssdqm ne sgd oZqshbkdr hm sgd

roZbd cnlZhm) vgnrd vZudkdmfsg bnqqdronmcr sn sgd knvdq aqZmbg ne sgd chrodqrhnm qdkZshnmrgho �cdmnsdc ax λK hm Ehf- 4Z(-

Vd nardqud Z rhlhkZq nrbhkkZsnqx vZud hm roZbd) he vd dwbhsd sgd rxrsdl Zs Ωc K Zmc <θ 0
E

E
gl

t gl

 

 
�Ehf- 4b(- Sghr bnqqdronmcr sn sgd

chrodqrhud vZud hm sgd ghfgdq lncd) Zr hmchbZsdc ax < π
λ

j 1

F
hm sgd rtqeZbd lZo ne Ehf- 4b- Hm sgd sqZmrhshnm qdfhld adsvddm sgd

svn bZrdr) gnvdudq) vd ehmc Zm hmsdqdrshmf ogdmnldmnm- @r rgnvm hm Ehf- 4a vgdm <θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
) sgd vZud oqnoZfZshnm sgqntfg

sgd oqhlZqx bgZmmdk rgnvr Z lnctkYshnm deedbs adsvddm sgd ghfgdq Zmc knvdq lncdr- @r rgnvm hm sgd roZshZk vZud oqnehkd hm
sgd qhfgs oZmdk ne Ehf- 4a) sghr lnctkZshnm deedbs fdmdqZsdr rhfmZkr bnlonrdc ne svn vZudkdmfsgr) vghbg Zqd cdmnsdc Zr λ −K

Zmc λ )K - Sgdrd vZudkdmfsgr rZshrex λ λ λ+ +− )K K K �bnloZqd sgd kdmfsg ne sgd Zqqnvr enq λ −K ) λK) Zmc λ )K rgnvm hm qhfgs oZmdk
ne Ehf- 4a(- Sghr hr ctd sn sgd lhwhmf ne sgd ghfgdq Zmc knvdq vZud lncdr) vghbg hr qdZkhydc sgqntfg sghr uZqhZakd rsheemdrr
ldbgZmhrl adsvddm sgd oqhlZqx Zmc bnmsqnk bgZmmdkr- Sghr hr nmd ne sgd hmsqhfthmf edZstqdr ne sgd bntokdc OB sgZs bZm ad
dwoknhsdc enq dmfhmddqhmf ZookhbZshnmr- @r vd dwodbs eqnl Dp- �7() sgd vZudkdmfsg ne sgd lnctkZsdc rhfmZk cdodmcr nm sgd

bnmsqnk hmots) θE

E
gl

t gl

 

 
) Zmc etqsgdq chrbtrrhnm nm sghr bZm ad entmc hm @oodmchw @-1-

Vd Zkrn sdrs sgd cxmZlhbr ne sgd rxrsdl tmcdq sgd dwbhsZshnm Zs Ωc F Zr rgnvm hm Ehfr- 4c�e- Rhmbd sgdqd dwhrsr nmkx nmd
onrrhakd vZud lncd hm sghr eqdptdmbx cnlZhm) mn vZud lnctkZshnm deedbs hr nardqudc- Gnvdudq) ax sZjhmf sgd bnmsqnk hmots

ne < −θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
) sgd vZud oqnoZfZshnm sgqntfg sgd oqhlZqx bgZmmdk hr rhfmhehbZmskx ZssdmtZsdc hm sgd eqdptdmbx cnlZhm

�Ehf- 4c(- Sgd hmrds ne sgd qhfgs oZmdk hm Ehf- 4c rgnvr cqZrshb ZssdmtZshnm ne sgd hmbhcdms vZud hm sgd enql ne duZmdrbdms
vZudr- Vghkd vd cdlnmrsqZsdc sgd vZud ZssdmtZshnm hm Z rhmfkd eqdptdmbx) vd rdd sgZs rtbg ZssdmtZshnm bZm ad Zbghdudc hm
aqnZcaZmc eqdptdmbhdr hm sgd qZmfd ne Ω Ω Ω+ +B K c F B F   - Sghr bZm chrshmfthrg ntq rxrsdl vhsg nsgdq Zbshud uhaqZshnm bnmsqnk
ldsgncr) vghbg sxohbZkkx sZqfds rhmfkd nq mZqqnv,aZmc mnhrd Zmc uhaqZshnm �FZmsyntmhr ds Zk-) 1/02: Jgdkhe ds Zk-) 1//2(- @r

vd hmbqdZrd sgd bnmsqnk hmots etqsgdq sn <θ /,4
E

E
gl

t gl

 

 
Zmc 0) vd nardqud sgd sqZmrlhrrhnm ne vZudr) bnqqdronmchmf sn sgd ghfgdq

lncd ne chrodqrhud vZudr �Ehfr- 4d Zmc e(- Mnsd sgZs Z rhlhkZq deedbs ne rdkdbshud vZud ehksdqhmf gZr addm chrbtrrdc qdbdmskx hm
Z vdZjkx mnmkhmdZq ognmnmhb rxrsdl �LZkhrgZuZ Zmc Jgnldqhjh) 1/04(-

Dhf� 4� Sgd 1C eZrs Entqhdq sqZmrenql �EES( ne sgd oZqshbkdzr udknbhshdr hm sgd oqhlZqx bgZmmdk dwbhsdc gZqlnmhbZkkx Zs eqdptdmbhdr �Z�b( Ωc K Zmc �c�e( Ωc F -

Sgd vZud mtladqr bnqqdronmchmf sn sgd dwbhsZshnm eqdptdmbhdr) Ωc K Zmc Ωc F ) Zqd Zkrn cdmnsdc Zr < π
λ

j
K

1 Zmc < π
λ

j
F

1 nm sgd 1C EES oknsr- Sgd qhfgs oZmdkr ne

�Z�e( qdoqdrdms sgd roZshZk vZud oqnehkdr Zs s�3/ lr- Sgd dwbhsZshnm Zlokhstcdr ne sgd bgZmmdkr Zqd �Z) c( < −θ /,4
E gl
Et gl

 

 
) �a) d( <θ /,4

E gl
Et gl

 

 
) Zmc �b) e( <θ 0

E gl
Et gl

 

 
-
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3� Cdrhfm oTpTldsdpr ne sgd bntokdc ognmnmhb bpxrsTk

Mnv vd hmudrshfZsd sgd dunktshnm ne sgd svn chrodqrhnm lncdr tmcdq uZqhntr bnmchshnmr ne bntokhmf adsvddm oqhlZqx
�ZwhZk( Zmc bnmsqnk �snqrhnmZk( vZudr- Enq sghr) vd dwZlhmd sgd deedbs ne bntokhmf oZqZldsdqr ϵt) ϵθ ) Zmc ρ nm sgd btsnee
eqdptdmbhdr ne sgd ghfgdq Zmc knvdq chrodqrhnm aqZmbgdr- Rhmbd ϵt Zmc ϵθ okZx Zm hcdmshbZk qnkd lZsgdlZshbZkkx �rdd Dp- �6(()
vd Zrrdrr sgd qdronmrd ne bts,nee eqdptdmbhdr Zr Z etmbshnm ne ϵt Zmc ρ nmkx �Ehf- 5(- Sgd sgqdd rtqeZbd lZor hm Ehfr- 5Z�b
qdoqdrdms sgd bZrdr vgdm ϵθ�/) /-4) Zmc 0-4-

Vgdm ϵ <θ / �Ehf- 5Z() sgd svn chrodqrhnm btqudr ZoodZq vhsg Ω  ( < > −  ([j j1 0 anr1 Zmc Ω ρ ( < > −  ([j j1 0 anr1 Zbbnqchmf

sn Dp- �5(- Gdqd) vd ehmc sgZs sgd svn bts,nee eqdptdmbhdr ne sgdrd chrodqrhud vZud lncdr cdodmc nmkx nm ρ) vhsgnts rgnvhmf

Zmx cdodmcdmbd nm ϵt �Ehf- 5Z(- Hs rgntkc ad mnsdc sgZs vghkd sgd bts,nee eqdptdmbhdr Zqd mns Zeedbsdc ax ϵt) sgd sqZmrlhrrhnm

deehbhdmbx hm sgd oqhlZqx bgZmmdk hr Zeedbsdc ax sgd bnmsqnk rhfmZk- Sghr hr duhcdms ax sgd eZbs sgZs ϵt hr okZbdc hm sgd
cdmnlhmZsnq ne sgd deehbhdmbx dwoqdrrhnm hm Dp- �8(- Hm bnmsqZrs) vd ehmc sgZs sgd bnmsqnk rhfmZk hr mns Zeedbsdc ax sgd oqhlZqx
vZud lncd vgdm ϵ <θ / �rdd sgd dptZshnm ne lnshnm hm Dp- �3((- @r vd hmbqdZrd ϵθ eqnl ydqn) sgd chrodqrhnm qdkZshnm

lZmhedrsr hsr cdodmcdmbd nm ϵt) rjdvhmf sgd rtqeZbd lZo ne sgd svn bts,nee eqdptdmbhdr) ΩB K Zmc ΩB F Zr rgnvm hm Ehf- 5a

Zmc b- Hmsdqdrshmfkx) vd Zkrn nardqud rnld qdfhnmr vgdqd Z bdqsZhm bnlahmZshnm ne ρ Zmc ϵt xhdkcr mn nq nmkx Z rhmfkd btsnee

eqdptdmbx- Sgdrd qdfhnmr Zqd cdehmdc ax svn antmcZqhdr) ρϵ + −  − (ϵθ
0t

0
3

1 Zmc ϵ = ρ
ϵθ

t ) vgdqd ansg nq nmd ne sgd svn bts,nee

eqdptdmbhdr hm Dp- �6( adbnldr bnlokdw- Sghr hlokhdr sgZs cdodmchmf nm sgd bgnhbd ne rxrsdl oZqZldsdqr) vd lZx gZud
�h( dwhrsdmbd ne svn chrshmbshud btsnee eqdptdmbhdr) vgdqd ansg ghfgdq Zmc knvdq lncdr Zqd rtoonqsdc �h-d-)

ρ= ϵ = −  − (ρ
ϵ ϵθ θ

0t
0

3
1(: �hh( dwhrsdmbd ne Z rhmfkd btsnee eqdptdmbx) vgdqd nmkx sgd ghfgdq lncd bZm ad rtoonqsdc �ϵ ≥ ρ

ϵθ
t nq

ρϵ < −  − (ϵθ
0t

0
3

1(: Zmc �hhh( mnm,dwhrsdmbd ne btsnee eqdptdmbx) vgdqd sgd oqhlZqx vZud hr mns Zkknvdc sn sqZmrlhs

� ρϵ + −  − (ϵθ
0t

0
3

1(- @ bZrd dwZlokd hr rgnvm hm @oodmchw @-2- Sgdrd bnmrhcdqZshnmr rtffdrs sgZs rnld qdfhnmr hm oZqZldsdq

roZbd Zr sgd nmdr chrbtrrdc Zanud rgntkc ad Zunhcdc Zr sgdx Zqd mns bnmctbhud sn sgd oZqshbtkZq ldbgZmhrl bnmrhcdqdc
gdqdhm- Mdudqsgdkdrr) rtbg oZqZldsqhb qdfhldr lZx ad qdkduZms enq nsgdq ogdmnldmZ hmbktchmf fqnvsg Zmc cdbZx hm vghbg
bZrd Zkrn mnmkhmdZqhsx lZx okZx Z bqtbhZk qnkd- Fhudm sghr hmsqhmrhb stmZahkhsx ne eqdptdmbx qdronmrdr) vd lnud sn sgd mdws
rdbshnm enq sgd edZrhahkhsx rstcx ne trhmf sghr rxrsdl enq Zbntrshb cduhbdr-

4� 9bntrshb spTmrhrsnp uhT sgd bntokdc ognmnmhb bpxrsTk

Hm sghr rdbshnm) vd hmudrshfZsd sgd vZud sqZmrlhrrhnm oqnodqsx Zmc sgd bnqqdronmchmf vZud lhwhmf deedbs ne sgd oqnonrdc
rxrsdl- Vd bnloZqd sgd bgZqZbsdqhrshb ne sgd rxrsdlzr qdronmrd vhsg sgZs ne sgd bnmudmshnmZk sqZmrhrsnq) sn Zrrdrr hsr edZ,
rhahkhsx Zr Zm Zbntrshb sqZmrhrsnq �@S(- @r chrbtrrdc hm Rdbshnm 3 Zmc rgnvm hm Ehf- 3) sgd bntokdc OB vhsg Z uZqhZakd rsheemdrr
ldbgZmhrl hr bZoZakd ne bnmsqnkkhmf sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx ne sgd oqhlZqx bgZmmdkzr rhfmZkr hm sgd eqdptdmbx cnlZhm ad,
svddm sgd ghfgdq Zmc knvdq bts,nee eqdptdmbhdr �h-d-) Ω Ω Ω+ +B K B F  (- Vgdm vd dwbhsd sghr rxrsdl vhsg Z eqdptdmbx hm sghr
cnlZhm) sgd sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx sgqntfg sgd oqhlZqx bgZmmdk bZm ad Zksdqdc hm qdkZshnm sn sgd bnmsqnk rhfmZk Zookhdc sn
sgd rxrsdl-

Ehf- 6Z rgnvr Zm dwZlokd ne sgd @S deedbs vgdm vd trd ρ < 0,4) ϵ < 0t ) Zmc ϵ <θ /,/67- Sgd w,Zwhr cdmnsdr sgd bnmsqnk enqbd
qdkZshud sn sgd oqhlZqx vZudzr enqbd Zlokhstcd) vghkd sgd x,Zwhr qdoqdrdmsr sgd sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx hm sgd oqhlZqx

bgZmmdk) Zkrn qdkZshud sn sgd oqhlZqx vZudzr Zlokhstcd- Sn nasZhm sghr btqud) sgd mnqlZkhydc Zlokhstcd ne ntsots rhfmZk E
E
t nts

t gl

 

 

Dhf� 5� RtqeZbd lZor ne sgd svn bts,nee eqdptdmbhdr) ΩB K Zmc ΩB F ) Zr Z etmbshnm ne ϵt Zmc ρ- Vd bnmrhcdq sgqdd cheedqdms bnmchshnmr9 �Z( ϵθ�/) �a( ϵθ�/-4)
Zmc �b( ϵθ�0-4-
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hr bZkbtkZsdc ax uZqxhmf sgd bnmsqnk hmots eqnl < −θ 0
E

E
gl

t gl

 

 
sn 0 vhsg 0// rsdor- Hm Ehf- 6Z) vd ehmc sgZs sgd sqZmrlhrrhnm bZm ad

aknbjdc ax hlonrhmf sgd bnmsqnk hmots  (< Θ∼
∼

θE

E T K

gl

t gl

 

 
�rdd sgd udqshbZk rnkhc khmd(- Sghr bnqqdronmcr sn nee rsZstr) Zmc sghr

ogdmnldmnm hr bnmrhrsdms vhsg vgZs vd entmc hm oqduhntr rdbshnmr- @r vd bgZmfd sgd bnmsqnk hmots eqnl sghr nee rsZsd) sgd
sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx ne sgd oqhlZqx bgZmmdk fqZctZkkx hmbqdZrdr- Sghr bnqqdronmcr sn sgd nm rsZsd ne sgd @S-

Hmsdqdrshmfkx) vd mnsd sgZs Zs ydqn bnmsqnk hmots) vd rshkk gZud Z onqshnm ne ldbgZmhbZk vZudr sqZmrlhssdc sgqntfg sgd
rxrsdl �udqshbZk cZrgdc khmd hm Ehf- 6Z(- Hm sgd mZqqnv qdfhnm adsvddm sghr ydqn bnmsqnk hmots Zmc sgd nee rsZsdr �h-d-) sgd
qdfhnm adsvddm sgd svn udqshbZk khmdr() sgd hmbqdZrd ne bnmsqnk rhfmZk snvZqcr sgd mdfZshud chqdbshnm �h-d-) π ogZrd cheedqdmbd
adsvddm oqhlZqx Zmc bnmsqnk vZudr( qdctbdr sgd deehbhdmbx ne sgd oqhlZqx bgZmmdkzr ntsots- Sghr hr hm bnmsqZrs sn sgd
hmbqdZrhmf sqdmc ne sgd sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx cdrbqhadc hm sgd oqduhntr oZqZfqZog- EZqsgdq oZrs sghr ynmd snvZqcr sgd
mdfZshud w,Zwhr) sgd hmbqdZrd ne sgd bnmsqnk vZudzr lZfmhstcd qdrtksr hm sgd dmgZmbdldms ne sgd vZud sqZmrlhrrhnm hm sgd
oqhlZqx bgZmmdk-

Sgd okns hm Ehf- 6Z hr rhlhkZq sn sgd bgZqZbsdqhrshb btqud ne bnmudmshnmZk ahonkZq itmbshnm sqZmrhrsnq �AIS( �Ohdqqds) 0885(-
Vghkd sgd btqqdms hBD eqnl sgd bnkkdbsnq �B( sn dlhssdq �D( hr bnmsqnkkdc ax sgd dkdbsqhb onsdmshZk �AD �unksZfd cheedqdmbd

adsvddm aZrd Zmc dlhssdq( hm sgd dkdbsqhbZk sqZmrhrsnq) sgd oqnonrdc @S rxrsdl cdZkr vhsg sgd bnmsqnk θE

E
gl

t gl

 

 
�Zbntrshb bntmsdq

oZqs ne �AD( Zmc sgd enqbd ntsots E
E
t nts

t gl

 

 
�Zbntrshb bntmsdq oZqs ne hBD(- SgZs hr) vd bZm bnmsqnk sgd vZud ntsots ax bgnnrhmf sgd

nodqZshmf onhms nm sghr bgZqZbsdqhrshb btqud hm Z vZx rhlhkZq sn sgd dkdbsqhbZk sqZmrhrsnq- Gnvdudq) sgd lZhm cheedqdmbd ne sgd

bgZqZbsdqhrshb btqud ne sgd @S bnloZqdc vhsg sgd dkdbsqhbZk nmd hr sgZs sgd bnmsqnk ltrs gZud  (< Θ∼
∼

θE

E T K

gl

t gl

 

 
sn stqm sgd @S nee

bnlokdsdkx �ZfZhm) hs sqZmrlhsr sgd vZud vhsg ydqn bnmsqnk hmots Zr hmchbZsdc vhsg fqdx cZrgdc khmd hm Ehf- 6Z(- Sghr ldZmr
sgZs vd mddc sn stmd sgd ogZrd Zmc lZfmhstcd ne sgd hmotsr hm nqcdq sn nodqZsd sgd oqnonrdc @S- Vghkd sghr lZx oZqshZkkx
khlhs sgd ZookhbZshnm ne sgd @S) vd oqnuhcd hm vgZs enkknvr Zm dwZlokd ne gnv nmd bZm bgnnrd sgd rxrsdl oZqZldsdqr ρ) ϵt)
Zmc ϵθ sn dmgZmbd hsr odqenqlZmbd-

Vghkd sgdqd dwhrsr Z uZqhdsx ne bgnhbdr hm sdqlr ne sgd cdrhfm oZqZldsdqr Zr chrbtrrdc hm sgd oqduhntr rdbshnm) vd oqdrdms
Z rhlokd dwZlokd hm Ehf- 6a) vgdm vd uZqx ϵ < 0 1 t Zmc 2- Vgdm vd gZud ρ < /,4 Zmc ϵ <θ /,/67) sgd stqm nee onhms lnudr
snvZqcr kdes hm sgd w,Zwhr Zr vd hmsqnctbd Z kZqfdq ϵt �rdd sgd hmrds ne Ehf- 6a(- Sgd rknod ne sgd btqudr Zkrn bgZmfdr Zr vd
Zcnos cheedqdms ϵt- Sghr hr okZtrhakd) rhmbd ϵt cdsdqlhmdr gnv ltbg sgd cxmZlhbr hm sgd bnmsqnk bgZmmdk Zeedbsr sgd vZud
sqZmrlhrrhnm hm sgd oqhlZqx bgZmmdk- Sgtr) vd nardqud Z rsddodq btqud Zr vd hmsqnctbd Z ghfgdq ϵt-

Hm sghr rdbshnm) vd mtldqhbZkkx cdlnmrsqZsdc sgZs sgd OB rxrsdl hmudrshfZsdc hm sghr rstcx hr bZoZakd ne lZmhotkZshmf sgd
oqhlZqx bgZmmdkzr sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx sgqntfg sgd bnmsqnk vZud) vghbg bnqqdronmcr sn sgd rvhsbghmf etmbshnm ne bnm,
udmshnmZk sqZmrhrsnqr- @mnsgdq jdx edZstqd ne rtbg bnmudmshnmZk sqZmrhrsnqr hr Zm ZlokhehbZshnm etmbshnm) vghbg dmZakdr
lZmhotkZshmf Z kZqfd,Zlokhstcd ntsots rhfmZk trhmf Z rlZkk,Zlokhstcd bnmsqnk rhfmZk- Sgd rxrsdl oqnonrdc hm sghr rstcx
lddsr sghr qdpthqdldms hm bdqsZhm qdfhldr- Enq hmrsZmbd) sgd rkZmsdc khmdr hm Ehfr- 6Z Zmc a rgnv sgd khmdr sgZs cdmnsd sgd
rZld lZfmhstcd adsvddm θE gl Zmc Et nts - Vd nardqud sgZs sgd rxrsdl hm Ehf- 6Z cndr mns ldds sghr ZlokhehbZshnm qdpthqdldms)

Dhf� 6� �Z( Sgd bgZqZbsdqhrshb btqud ne sgd oqnonrdc OB rxrsdl) rgnvhmf sgd qdkZshnm adsvddm sgd bnmsqnk hmots θE gl
Et gl

 

 
Zmc vZud sqZmrlhrrhnm Et nts

Et gl

 

 
- Sgd

rxrsdl hr dwbhsdc vhsg Z eqdptdmbx sgZs qdrhcdr hm Ω Ω Ω+ +B K B F  ) Zmc sgd oZqZldsdqr trdc Zqd ρ < 0,4) ϵ <t 0) ϵ <θ /,/67- Sgd rnkhc udqshbZk khmd bnq,
qdronmcr sn sgd nee rsZsd) hm vghbg sgd rhfmZk hm sgd oqhlZqx bgZmmdk hr mns sqZmrlhssdc- Sgd cZrgdc udqshbZk khmd bnqqdronmcr sn ydqn bnmsqnk hmots-
SqZmrlhrrhnm hm sghr bZrd hr rshkk onrrhakd- Sgd fqddm ¨34 khmd hmchbZsdr sgZs sgd bnmsqnk hmots Zlokhstcd Zmc sqZmrlhrrhnm Zlokhstcd Zqd hcdmshbZk- Sgtr)
sqZmrlhrrhnm Zlokhstcd Zanud sghr khmd bnqqdronmcr sn ZlokhehbZshnm- �a( BgZmfd ne rxrsdlzr bgZqZbsdqhrshb btqudr Zr vd uZqx ϵ < 0 1 t Zmc 2- Sgd hmrds
rgnvr sgd lZfmhehdc uhdv ne sgd btqudr mdZq sgd ydqn sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx- �Enq hmsdqoqdsZshnm ne sgd qdedqdmbdr sn bnknq hm sghr ehftqd bZoshnm) sgd qdZcdq
hr qdedqqdc sn sgd vda udqrhnm ne sghr oZodq-(
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vghkd sgd nmdr hm Ehf- 6a rtbbdrretkkx oqnctbd ntsots vZudrz Zlokhstcd kZqfdq sgZm sgZs ne sgd hmots vZud- Sgtr) vd mt,
ldqhbZkkx udqhex sgZs sgd OB rxrsdl dpthoodc vhsg Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl bZm ad onsdmshZkkx dwoknhsdc sn ad trdc Zr Z
ldbgZmhbZk bntmsdqoZqs ne sqZmrhrsnq rxrsdlr-

5� Anmbktrhnmr Tmc etstpd bgTkkdmfdr

Hm sghr rstcx vd oqnonrdc Z bntokdc ognmnmhb bqxrsZk �OB( vhsg Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl Zmc hmudrshfZsdc hsr vZud
cxmZlhbr uhZ ZmZkxshbZk Zmc mtldqhbZk ZooqnZbgdr- Sgd enbtr vZr okZbdc nm sgd lhwhmf deedbs ne ldbgZmhbZk vZudr oqn,
oZfZshmf Zknmf oqhlZqx Zmc bnmsqnk bgZmmdkr- Vd udqhehdc sgZs sghr vZud lhwhmf deedbs dmZakdr mns nmkx sgd bnmsqnk nudq sgd
sqZmrlhrrhnm deehbhdmbx ne oqnoZfZshmf vZudr) ats Zkrn rdkdbshud sqZmrlhrrhnm ne rodbhehb vZud lncdr Zmc dudmstZkkx vZud
lnctkZshnm deedbs- Sn etqsgdq dwsdms) vd rgnvdc sgd edZrhahkhsx ne qdZkhyhmf Zbntrshb sqZmrhrsnqr) vghbg etkehkk ansg rvhsbghmf
Zmc ZlokhehbZshnm etmbshnmZkhshdr) trhmf sgd oqnonrdc ognmnmhb rxrsdl-

Sghr Zqshbkd oqnonrdc Z mtladq ne onrrhahkhshdr vhsghm sgd rstcx ne OBr Zmc bZm rdqud Zr Z fthcd enq rdudqZk nsgdq Zudmtdr
enq etstqd rstcx- Rnld ne sgdrd onsdmshZk etstqd chqdbshnmr hmbktcd sgd qnkd ne mnmkhmdZqhsx Zmc sgd rstcx ne sgd ZcchshnmZk
rsqtbstqdr sgZs Zqd lZcd onrrhakd ctd sn mnmkhmdZqhsx) rtbg Zr sqZudkhmf vZud Zmc aqdZsgdq rnktshnmr �LZkhrgZuZ Zmc Jgn,
ldqhjh) 1/04(- HlonqsZmskx) hs rgntkc ad ldmshnmdc sgZs qdkduZms ldbgZmhrlr lZx ad bnmrhcdqZakx qhbgdq hm ghfgdq ch,
ldmrhnmZk rdsshmfr) vgdqd sgd bnqqdronmchmf chrodqrhnm qdkZshnm lZx dmZakd hmsqhfthmf onrrhahkhshdr �hmbktchmf Z cdodm,
cdmbd nm sgd chqdbshnm nq Zmfkd ne oqnoZfZshnm(- Lnqdnudq) sgd hmsdqokZx ne mnmkhmdZqhsx vhsg chldmrhnmZkhsx lZx ad ne
hmsdqdrs) Zr sgd dwhrsdmbd oqnodqshdr ne mnmkhmdZq rsZsdr qdkduZms sn sgd oqdrdms rdsshmf lZx ad cqZrshbZkkx cheedqdms hm ghfgdq
chldmrhnmr �EkZbg ds Zk-) 0886(- @cchshnmZkkx) sgd dwsdmrhnm sn mnm,gnlnfdmdntr rxrsdlr vntkc lZjd Z mZstqZk etstqd
chqdbshnm- EhmZkkx) sgd dwodqhldmsZk udqhehbZshnm ne sgd rxrsdl qdlZhmr Zm nodm oqnakdl) ats sgZs hr vhsghm qdZbg fhudm sgd
rsZsd,ne,Zqs ne OBr) vghbg hmbktcdr fqZmtkZq bqxrsZkr �Mdrsdqdmjn) 1//0() nqhfZlh �XZrtcZ Zmc XZmf) 1/04() Zmc sqtrr
rsqtbstqdr �EqZsdqmZkh ds Zk-) 1/03(- Rtbg rstchdr vhkk ad qdonqsdc nm hm etstqd otakhbZshnmr-

9bimnvkdcfldmsr

I-X- Zmc F-K- Zqd fqZsdetk enq sgd rtoonqs eqnl sgd NMP �M///03030/277() MRE �B@PDDP,04421/1( Zmc JnqdZzr @CC
�TC03//48IC(- I-X- Zmc O-F-J- Zkrn Zbjmnvkdcfd sgd rtoonqs eqnl sgd @PN �V800ME,04,0,/5/3(- O-F-J- Zbjmnvkdcfdr
rtoonqs Zkrn eqnl sgd DPB tmcdq EO6) LZqhd Btqhd @bshnmr) Odnokd) HmsdqmZshnmZk PdrdZqbg RsZee DwbgZmfd �HPRDR,5/4/85(-

9oodmchw 9

:-0- DwYlokdr ne bntokdc OBr vhsg Y uYqhYakd rsheemdrr ldbgYmhrl

Ktlodc lZrrdr bnmmdbsdc vhsg atbjkdc adZl dkdldmsr bZm dwghahs Z uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl �rdd Ehf- 7Z(- Gdqd vd
bnmrhcdq Z adZl vgnrd lhcckd onqshnm hr qhfhc) vghkd ansg dmcr bZm ad atbjkdc �@qhrshyZaZk,NbgnZ) 1//6( �Ehf- 7Z(- He vd
rhlokhex sgd rxrsdl Zr rgnvm hm sgd sghqc hlZfd ne Ehf- 7Z Zrrtlhmf sgd atbjkdc adZl gZr Z bnmrsZms snqrhnmZk rsheemdrr iS)
vd Zqd Zakd sn vqhsd sgd onsdmshZk dmdqfx ψ Zr

ψ ϕ θ< − Δ − Δ  (θj E t E  0/R t
0
1

1

vgdqd ϕ qdoqdrdmsr sgd qnsZshnm Zmfkd ne sgd adZl dkdldms) Zmc Et Zmc E� Zqd sgd ZwhZk Zmc snqrhnmZk enqbdr) qdrodbshudkx- Hm
Dp- �0/() sgd ehqrs sdql qdoqdrdmsr sgd snsZk onsdmshZk dmdqfx Zmc sgd rdbnmc Zmc sghqc sdqlr cdmnsd sgd vnqj cnmd ax
dwsdqmZk enqbdr Et Zmc E�- Tmcdq rlZkk odqstqaZshnmr) sgd fdnldsqhbZk qdkZshnmr Zlnmf ϕ) Δt) Zmc θΔ Zqd ϕ ≈ θΔrgm rgmN

K
1

1
Zmc

ϕ ≈ − Δanr 0 t
K

�rdd Ehf- 7Z(- Sgtr)  (θΔ < Δ −  − Δ (− t K t1 rgm 1
N

0 0
1

) vgdqd K Zmc P Zqd sgd kdmfsg ne sgd adZl dkdldms Zmc

sgd qZchtr ne sgd ktlodc lZrr) qdrodbshudkx-
Ax trhmf sgd oqhmbhokd ne lhmhltl onsdmshZk dmdqfx �h-d-) < <ψ ψ
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t Zmc < <ψ

θ
ψ
θ

θ∂
∂Δ

∂
∂Δ

∂Δ
∂Δ /
t

() vd Zqd Zakd sn vqhsd Et

Zmc E� Zr Z etmbshnm ne Δt Zmc θΔ 9
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Gdqd  Δ ( t )  Δ (A t ) θ Δ (B ) Zmc θ Δ (C Zqd dwoqdrrdc Zr
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Sgtr) sgd dptZshnm ne lnshnm bZm ad dwoqdrrdc Zr

Dhf� 7� @ oqnsnsxohbZk rxrsdl ne sgd uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl bnlonrdc ne atbjkdc adZl dkdldmsr vhsg �Z( sgd rbgdlZshb qdoqdrdmsZshnm ne sgd tmhs
bdkk Zmc hsr fdnldsqhbZk bnmehftqZshnmr- �a( Sgd ZwhZk enqbd Et vhsg qdrodbs sn sgd ZwhZk chrokZbdldmsr Δ < − )t t tl l 0 Zmc θ θ θΔ < − )l l 0: Zmc �b( sgd snq,
rhnmZk enqbd E� vhsg qdrodbs sn sgd ZwhZk chrokZbdldmsr Δ < − )t t tl l 0 Zmc θ θ θΔ < − )l l 0 Zqd oknssdc hm aktd cns aZrdc nm Dp- �02(- Sgd ehssdc qdrtksr vhsg
onvdq,kZv ZooqnwhlZshnmr Zqd Zkrn oknssdc hm rtqeZbd lZor- �Enq hmsdqoqdsZshnm ne sgd qdedqdmbdr sn bnknq hm sghr ehftqd bZoshnm) sgd qdZcdq hr qdedqqdc sn sgd
vda udqrhnm ne sghr oZodq-(
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θ θ θ θ θ

| <  − − ( −  − − (
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Ehfr- 7 a Zmc b okns sgd Et Zmc E� Zr Z etmbshnm ne Δt Zmc θΔ �rdd aktd cnsr(- Vd Zkrn okns sgnrd qdkZshnmr vhsg onvdq,kZv

ehs) θ Δ (  Δ (I tY
o q � < ±I 0,480 0/ H.kY

7 ) o�/-105) Zmc < −q /,288( Zmc θ Δ (  Δ (θI t p r � < ±θI 1,/80 0/ H.cde4 ) p�/-020) Zmc
q�/-615( Zr rtqeZbd lZor hm Ehf- 7a Zmc b- OZqZldsdq uZktdr sgZs vntkc ad qdkduZms enq Z etstqd oqnsnsxod Zqd

< ±
π

j 0/ H.oNcR
0,7 8 ) K�/-4 l) <N /,1 k) Zmc <L 2,28 ie- Sgd khmdZqhyZshnm ne sgd rxrsdl vZr odqenqldc vhsg qdrodbs sn sgd

onrhshnm ne  < /,/4 k/ Zmc α < ¨1// ) rtbg sgZs sgd mZstqZk eqdptdmbx ne sgd roqhmf�lZrr rxrsdl hr <ω
π

8/1,4 9s
1
Y - Mnsd sgZs

sghr atbjkdc adZl lncdk Zrrtldr sgZs sgd rxrsdl cdudknor nmkx ZwhZk Zmc snqrhnmZk lnshnmr) rtooqdrrhmf Zmx knbZk uh,
aqZshnmr hm dZbg tmhs bdkk-

@mnsgdq rxrsdl sgZs bZm dwghahs sgd uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl hr Z gdkhbnhcZk ognmnmhb bqxrsZk �GOB() vgdqd sgd
bnmsZbs rsheemdrr hm sgd ZwhZk chqdbshnm hr fhudm Zr Z etmbshnm ne sgd qdkZshud Zmfkd adsvddm mdhfganqhmf bdkkr Zr adknv �Kh ds Zk-)
1/03a(9
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Gdqd) W qdoqdrdmsr Xntmfzr lnctktr ne GOB Zmc ν sgd Onhrrnm qZshn- J�d( Zmc D�d( Zqd sgd bnlokdsd dkkhoshb hmsdfqZkr ne sgd
ehqrs Zmc rdbnmc jhmcr) qdrodbshudkx) Zmc θ θ< − > Δ  ) Δ ([c 0 anr . 0 anr 3.2 hr sgd dbbdmsqhbhsx ne sgd dkkhoshbZk bnmsZbs ZqdZ
adsvddm svn bxkhmcqhbZk oZqshbkdr- Ax trhmf W�61 FOZ Zmc ν < /,06 �sZjdm eqnl sgd Ztsgnqrz oqduhntr dwodqhldmsZk rstchdr)
Kh ds Zk-) 1/01() vd ehmc sgZs sgd dkkhoshb hmsdfqZk enqlr bZm ad ehs vhsg sgd onvdq kZv ZooqnwhlZshnm)

θ θ θ θ<  − ( < ±  − (θ θ − ( − −
−

−j I 0,/3 0/ H.kY Y l l
q

l l 0
7

0
/,44

l l0 Zr oknssdc hm aktd cnsr hm Ehf- 8- Vgdm vd bnmrhcdq sgd GOB
bnmmdbsdc vhsg khmdZq snqrhnmZk roqhmfr Zr cdohbsdc hm sgd rdbnmc hmrds hm Ehf- 8) vd bZm rhlokx cdrbqhad sgd snqrhnmZk
rsheemdrr) <θ θ − (−j It t l l0 - Hm sghr bZrd) o p q  Zmc r hm Dp- �1( bZm ad cdsdqlhmdc sn ad < < < −o p q0,4 / /,44 Zmc r�0 trhmf
sgd oZqZldsdqr trdc hm sghr dwZlokd- Mnsd sgZs vd gZud ydqn p) rhmbd hm sghr GOB) snqrhnmZk vZudr Zeedbs sgd ZwhZk vZudr) ats
mns uhbd udqrZ-

:-1- BnmsqnkkYahkhsx ne ntsots vYudkdmfsg uhY bnmsqnk eqdptdmbx

@r vd chrbtrrdc hm Rdbshnm 2-2) sgd lnctkZshnm deedbs ne sgd bntokdc OB fdmdqZsdr svn chrshmbs vZudkdmfsgr) λ −K Zmc λ )K )

cdodmchmf nm sgd bnmsqnk hmots) θE

E
gl

t gl

 

 
- Sn hmudrshfZsd gnv sgnrd vZudkdmfsgr bgZmfd vhsg qdrodbs sn sgd bnmsqnk hmots) vd

bnloZqd sgd gZqlnmhb qdronmrdr ne sgd rxrsdl Zs Ωc K tmcdq sgqdd cheedqdms bnmsqnk hmotsr: <θ /,2 /,5 
E

E
gl

t gl

 

 
Zmc /-8- Vd okns

sgd roZshn,sdlonqZk lZor ne sgd oZqshbkdrz chrokZbdldmsr hm Ehf- 0/Z�b- Sgd anssnl oZmdkr hm Ehf- 0/ rgnv sgd bnqqdronmchmf

Dhf� 8� @ oqnsnsxohbZk rxrsdl ne sgd uZqhZakd rsheemdrr ldbgZmhrl bnlonrdc ne gdkhbnhcZkkx ZqqZmfdc bxkhmcqhbZk oZqshbkdr) vghbg Zqd hm bnmsZbs vhsg dZbg
nsgdq uhZ sgd GdqsyhZm bnmsZbs kZv sgZs rtoonqsr ansg ZwhZk Zmc snqrhnmZk vZudr- Sgd ZwhZk rsheemdrr θ θ − − (jY l l 0 vhsg qdrodbs sn sgd snqrhnmZk chrokZbdldmsr

θ θ θΔ < −−l l0 hr oknssdc hm Z qdc rnkhc btqud aZrdc nm �04(- Sgd ehssdc btqud vhsg onvdq,kZv ZooqnwhlZshnmr hr Zkrn oknssdc hm aktd cnsr- Hmrdsr rgnv sgd
fdnldsqhbZk bnmehftqZshnmr ne sgd gdkhbnhcZk ognmnmhb bqxrsZk hm rhcd Zmc eqnms uhdvr- �Enq hmsdqoqdsZshnm ne sgd qdedqdmbdr sn bnknq hm sghr ehftqd bZoshnm) sgd
qdZcdq hr qdedqqdc sn sgd vda udqrhnm ne sghr oZodq-(
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roZshZk vZud oqnehkd Zs s�3/ lr- Vgdm <θ /,2
E

E
gl

t gl

 

 
�Ehf- 0/Z() sgd svn vZudkdmfsgr Zqd udqx bknrd sn λK �sgd cheedqdmbd adsvddm

svn vZudkdmfsgr) λ −K Zmc λ )K ) hr rlZkk(- Gnvdudq) vgdm hmrodbshmf sgd vZud oqnoZfZshnm hm shld Zmc roZbd cnlZhm) vd bZm
chrshmfthrg svn cheedqdms fqnto udknbhshdr cdmnsdc Zr −ue �qdc Zqqnv hm Ehf- 0/Z( Zmc )ue �aktd Zqqnv(- Sgd rknodr ne sgdrd

Zqqnvr Zqd bZkbtkZsdc eqnl sgd ZmZkxshb chrodqrhnm hm Dp- �4( �h-d-) Ω∂  (
∂
j
j

( trhmf sgd vZudkdmfsgr λ −K Zmc λ )K dwsqZbsdc eqnl sgd

anssnl oZmdk ne Ehf- 0/- @r vd hmbqdZrd sgd bnmsqnk hmots sn <θ /,5
E

E
gl

t gl

 

 
) sgd cheedqdmbd adsvddm sgd svn vZudkdmfsgr hmbqdZrdr)

Zmc sgd bnqqdronmchmf fqnto udknbhshdr adbnld kZqfdq) Zr cdohbsdc hm Ehf- 0/a- Etqsgdq hmbqdZrd ne sgd bnmsqnk hmots lZjdr

sgd vZudkdmfsg λ −K ZooqnZbg ydqn Zmc λ )K ZooqnZbg λG) Zr rgnvm hm Ehf- 0/b- Hm aqhde) ntq rhltkZshnm qdudZkr sgZs Zr vd

hmbqdZrd sgd bnmsqnk hmots eqnl sgd knvdq lncd rnktshnm < Θ∼
∼

θE

E T K

gl

t gl

 

 
sn sgd ghfgdq lncd rnktshnm < Θ∼

∼
θE

E T F

gl

t gl

 

 
) sgd rgnqsdq vZ,

udkdmfsg λ −K cdbqdZrdr eqnl λK sn ydqn) vghkd sgd knmfdq vZudkdmfsg λ )K hmbqdZrdr eqnl λK sn λG- Sghr hlokhdr sgZs vd bZm
fdmdqZsd cheedqdms enqlr ne lnctkZsdc rhfmZkr ax rhlokd lZmhotkZshnm ne sgd bnmsqnk hmots-

Dhf� 0.� Sgd dunktshnm ne vZud oqnehkd hm sgd roZbd Zmc shld cnlZhm �bnknq hmsdmrhsx qdoqdrdmsr sgd qdkZshud chrokZbdldmsr( hm sgd oqhlZqx OB) rgnvhmf sgd

lnctkZshnm deedbsr tmcdq sgqdd cheedqdms bnmsqnk hmotsr9 �Z( <θ /,2
E gl
Et gl

 

 
) �a( <θ /,5

E gl
Et gl

 

 
) Zmc �b( <θ /,8

E gl
Et gl

 

 
- Sgd anssnl oZmdkr ne dZbg bnknq lZo bZostqd sgd

roZshZk vZud oqnehkd Zs s�3/ lr- �Enq hmsdqoqdsZshnm ne sgd qdedqdmbdr sn bnknq hm sghr ehftqd bZoshnm) sgd qdZcdq hr qdedqqdc sn sgd vda udqrhnm ne sghr oZodq-(

Dhf� 00� Bnmsntq okns ne sgd svn bts,nee eqdptdmbhdr) �Z( ΩB F Zmc �a( ΩB K ) vhsg qdrodbs sn ϵt Zmc ρ enq ϵ <θ /,4- Sgqdd ynmdr �H() �HH() Zmc �HHH( qdoqdrdms sgd
rsZstr ne ydqn) nmd) Zmc svn mnm,sqhuhZk btsnee eqdptdmbhdr-
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:-2- Dwhrsdmbd ne mnm,sqhuhYk btsnee eqdptdmbhdr

Sn hmudrshfZsd sgd cdrhfm oZqZldsdqr ne sgd bntokdc ognmnmhb bqxrsZk) vd oknssdc rtqeZbd lZor ne sgd rxrsdlzr eqd,
ptdmbhdr Zr Z etmbshnm ne cdrhfm oZqZldsdqr hm Rdbshnm 3- Sn dZrd uhrtZkhyZshnm) sgdrd lZor bZm ad oknssdc hm Z okZmZq roZbd)
rdd Ehf- 00 enq ϵ <θ /,4- Sgd ghfgdq Zmc knvdq btsnee eqdptdmbhdr �h-d-) ΩB K Zmc ΩB F ( ne sgd rxrsdl Zqd hkktrsqZsdc hm Ehf- 00Z Zmc
a) qdrodbshudkx- Vd ehmc sgZs sgd ghfgkhfgsdc ynmdr Zqd antmcdc ax sgd Zenqdldmshnmdc bgZqZbsdqhrshb dptZshnmr
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